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Ââåäåíèå

Öåëü äàííîé ðàáîòû � ðàñøèðèòü àðñåíàë ýëåìåíòàð-
íûõ ìîäåëåé, ïðèãîäíûõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîëåáàòåëüíûõ
ïðîöåññîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ñóïåðïîçèöèåé íåñêîëüêèõ öèêëîâ
ðàçëè÷íîé ïåðèîäè÷íîñòè. Òàêèå öèêëû âñòðå÷àþòñÿ, íà-
ïðèìåð, â ýêîíîìèêå, è èíòåðåñ ê èõ èçó÷åíèþ îñîáåííî âîç-
ðàñòàåò âî âðåìåíà ýêîíîìè÷åñêèõ ñïàäîâ.

Â ýòîé ñâÿçè ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñïåöèàëüíûé âèä
óðàâíåíèé êîíêóðåíöèè íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè. Íåñìîòðÿ íà
âûñîêóþ ïîïóëÿðíîñòü óðàâíåíèé êîíêóðåíöèè ñî âðåìåí
À. Ëîòêè è Â. Âîëüòåððà è ìíîæåñòâî ïóáëèêàöèé ïî ýòîé
òåìå, (íàïðèìåð [1], [2]), ïðåäëàãàåìûé âèä óðàâíåíèé êîí-
êóðåíöèè, ïî-âèäèìîìó, ðàíåå íå èññëåäîâàëñÿ.

Øèðîêî èçâåñòíûé èñòî÷íèê êîëåáàíèé â ìåæïîïóëÿ-
öèîííîé äèíàìèêå � êîíñåðâàòèâíûå ñèñòåìû òèïà "õèù-
íèê � æåðòâà" (íàïðèìåð, [2]). Îäíàêî â ýêîíîìèêå ÿâíî
äðóã äðóãà íå åäÿò, ïîýòîìó êîñîñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíòû 10-07-00176-à,

10-07-00420-à.
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â ìîäåëüíûõ óðàâíåíèÿõ íå âñåãäà åñòåñòâåííû. Â ñâîáîäíîé
ýêîíîìèêå âñå ïîëèòêîððåêòíî êîíêóðèðóþò. Êîíêóðèðóþò
ñî ìíîãèìè, ñ êåì-òî ñèëüíåå, ñ êåì-òî ñëàáåå. Â ðåçóëüòàòå,
êàê ïîêàçûâàåò ýêñïåðèìåíò, â êîòîðîì âñå ìû ó÷àñòâóåì,
âðåìÿ îò âðåìåíè íàáëþäàþòñÿ ïîäúåìû è ñïàäû îñíîâíûõ
õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññà, ðàçëè÷íîé ïåðèîäè÷íîñòè [3].

Ïðåäëàãàåìàÿ äàëåå ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü, íà âçãëÿä àâòî-
ðà, ïî êðàéíåé ìåðå êà÷åñòâåííî ñîãëàñóåòñÿ êàê ñ èñõîäíû-
ìè ïîñûëêàìè, òàê è ñ ðåçóëüòàòàìè óïîìÿíóòîãî ýêñïåðè-
ìåíòà.

Àíàëèç íå÷åòíîé êîíêóðåíòíîé ñèñòåìû

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü n-ìåðíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé êîí-
êóðåíöèè
(n � íå÷åòíî, n > 1):

dxi

dt
= αixi

(
1−

n∑
j=1

mi,j
xj

x∗
j

)
, mk,k = 1. (1)

Çäåñü αi � êîýôôèöèåíò ïðèðîñòà i-é ïîïóëÿöèè, x∗
i �

åìêîñòü ñðåäû äëÿ íåå � ò. å. ïðåäåëüíàÿ ÷èñëåííîñòü ïîïó-
ëÿöèè, êîòîðàÿ óñòàíîâèëàñü áû â äàííîé ìîäåëè, åñëè áû
äðóãèõ ïîïóëÿöèé â íåé íå áûëî. Ìàòðèöà M = ∥mi,j∥ni,j=1

� ìàòðèöà êîíêóðåíöèè. Åå êîìïîíåíòû mi,j � êîýôôèöèåí-
òû íåòåðïèìîñòè ([4]), èõ ñìûñë â ïðåäìåòíîé îáëàñòè ìî-
äåëè � ñðàâíåíèå ìåæïîïóëÿöèîííîé êîíêóðåíöèè ñ âíóò-
ðèïîïóëÿöèîííîé. Òàê mi,j ïîêàçûâàåò, âî ñêîëüêî ðàç êîí-
êóðåíöèÿ ïîïóëÿöèè j ñ ïîïóëÿöèåé i ñèëüíåå (mi,j > 1 �
j íåòåðïèìà ê i), èëè íàîáîðîò, ñëàáåå (mi,j < 1 � j òîëå-
ðàíòíà ê i), ÷åì êîíêóðåíöèÿ âíóòðè ñàìîé ïîïóëÿöèè j.
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Ïîñêîëüêó êîíêóðåíöèÿ âíóòðè ïîïóëÿöèé âûñòóïàåò çäåñü
â êà÷åñòâå ýòàëîíà èçìåðåíèÿ, âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû
ìàòðèöû êîíêóðåíöèè åäèíè÷íû.

Äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê, ñäåëàåì ðÿä ïðåäïîëîæåíèé:
•Èçáàâèìñÿ â óðàâíåíèÿõ îò åìêîñòåé ñðåäû, ïåðåéäÿ ê

èçó÷åíèþ äèíàìèêè ïðèâåäåííûõ ÷èñëåííîñòåé, ïóòåì çà-

ìåíû ïåðåìåííûõ Xi =
xi

x∗
i

. Ýòà çàìåíà îáðàòèìà, ïîýòîìó

ïîëó÷èâ êàêèå-ëèáî ðåçóëüòàòû è ñäåëàâ îáðàòíóþ çàìåíó
ïåðåìåííûõ, ìû ñìîæåì èíòåðïðåòèðîâàòü ïîëó÷åííûå ðå-
çóëüòàòû òàêæå è â òåðìèíàõ èñõîäíîé ñèñòåìû (1) ñ åìêî-
ñòÿìè ñðåäû.

•Ïðåäïîëîæèì îäèíàêîâîñòü êîýôôèöèåíòîâ ïðèðîñòà:
αi = α, 1 ≤ i ≤ n. Ýòî ãîðàçäî áîëåå îãðàíè÷èâàþùåå äîïó-
ùåíèå, îäíàêî áåç íåãî, óâû, àâòîð íå â ñîñòîÿíèè ïîëó÷èòü
êàêèå-ëèáî ñîäåðæàòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Â óòåøåíèå ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííûå ïðè ýòîì äîïóùåíèè ðåçóëüòàòû
äîïóñêàþò íåêóþ ïðèáëèæåííóþ èíòåðïðåòàöèþ è â ñëó÷àå
ðàçëè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðèðîñòà. Ñäåëàâ ïðåäïîëîæå-
íèå îá îäèíàêîâîñòè êîýôôèöèåíòîâ ïðèðîñòà, ìîæíî èçáà-
âèòüñÿ îò α â óðàâíåíèÿõ çàìåíîé âðåìåíè t = ατ .

•Â ðàáîòå [5] íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ âîçíèêíîâåíèÿ íåçàòóõàþùèõ êîëåáàíèé â òðåõìåðíîé
êîíêóðåíòíîé ñèñòåìå. Îíè ñîñòîÿò â ñïåöèàëüíîì âèäå ìàò-
ðèöû êîíêóðåíöèè M . Îáîáùèì íàéäåííóþ â [5] òðåõìåð-
íóþ ìàòðèöó êîíêóðåíöèè íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé:

mi,j = di,j =


1− (−1)j−id,
1,
1 + (−1)i−jd,

i < j;
i = j;
i > j.

(2)

Çäåñü d > 0. Ýòî ìàòðèöà âèäà (Ï.1) èç Ïðèëîæåíèÿ.
Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî òàêîãî âèäà ìàòðèöû äîñòàòî÷íî
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äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ â íå÷åòíîé n-ìåðíîé ñèñòåìå êîëåáàíèé

ñ
n− 1

2
ðàçëè÷íûìè ïåðèîäàìè.

Â ðåçóëüòàòå ñäåëàííûõ äîïóùåíèé è ïðåîáðàçîâàíèé,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

Ẋi = Xi

(
1−

n∑
j=1

di,jXj

)
. (3)

Â Ïðèëîæåíèè ïîêàçàíî, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
D = ∥di,j∥ni,j=1 ðàâåí n2dn−1 > 0, ïîýòîìó ðåøåíèå ñèñòåìû

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 1 −
n∑

j=1

di,jXj = 0 ñóùåñòâóåò, åäèí-

ñòâåííî, è ñîãëàñíî Ïðèëîæåíèþ, ðàâíî X̄ =

(
1

n
, ...,

1

n

)
.

Âåêòîð X̄ ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ñèñòåìû (3). Èñ-
ñëåäóåì ñèñòåìó (3) â ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòîé ñòàöèîíàðíîé
òî÷êè. Ïóñòü Xi = X̄i + xi, ãäå xi ìàëû. Òîãäà ïðåíåáðåãàÿ
áîëåå âûñîêèìè ïî ñðàâíåíèþ ñ íèìè ïîðÿäêàìè ìàëîñòè,
ïîëó÷àåì:

ẋi = −X̄i

n∑
j=1

di,jxj = − 1

n

n∑
j=1

di,jxj,

è ïîñëå åùå îäíîé çàìåíû âðåìåíè τ =
1

n
t:

ẋi = −
n∑

j=1

di,jxj. (4)

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà (4), ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îäíîðîäíîé
ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè. Äëÿ ðåøåíèÿ òàêîé ñèñòåìû äîñòàòî÷íî íàé-
òè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû −D.
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Â Ïðèëîæåíèè íàéäåíû ñîáñòâåííûå ÷èñëà è èíâàðèàíò-
íûå ïîäïðîñòðàíñòâà ìàòðèöû D = ∥di,j∥ni,j=1. Â óðàâíå-
íèÿõ (4) ôèãóðèðóåò òà æå ìàòðèöà, íî ñî çíàêîì ìèíóñ.
Äëÿ íåå îñòàþòñÿ âåðíûìè âñå óòâåðæäåíèÿ Ïðèëîæåíèÿ
ñî ñëåäóþùåé êîððåêöèåé: åäèíñòâåííîå âåùåñòâåííîå ñîá-
ñòâåííîå ÷èñëî−n è îïðåäåëèòåëü−n2dn−1 òåïåðü ñòàíîâÿò-
ñÿ îòðèöàòåëüíûìè, îñòàëüíûå, ÷èñòî ìíèìûå ñîáñòâåííûå
÷èñëà, ïî-ïðåæíåìó îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (Ï.10). Òàêæå
îñòàþòñÿ èíâàðèàíòíûìè äëÿ −D âñå íàéäåííûå äëÿ D èí-
âàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà.

Êà÷åñòâåííî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (3) â ìàëîé îêðåñòíî-
ñòè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè X̄ âåäåò ñåáÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
îòðèöàòåëüíîå âåùåñòâåííîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî �çàòÿãèâàåò�
åå â àôôèííóþ ãèïåðïëîñêîñòü

{
X : X = X̄ + x, (x, e) = 0

}
.

Ýòà ãèïåðïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè (1, 0, ..., 0),

(0, 1, ..., 0),. . . , (0, ..., 1), îíà åñòü ïðÿìàÿ ñóììà
n− 1

2
äâó-

ìåðíûõ àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ
ìîæåò ïðîèñõîäèòü êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ ñ ÷àñòîòîé

d tg

(
πk

n

)
, 1 ≤ k ≤ n− 1

2
.

Âñïîìíèì, ÷òî ìû äâàæäû äåëàëè çàìåíó âðåìåíè t =

ατ è τ =
1

n
t. Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîìó âðåìåíè, ïîëó÷àåì

÷àñòîòû êîëåáàíèé:

αd

n
tg

(
πk

n

)
, 1 ≤ k ≤ n− 1

2
. (5)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè n → ∞ ñïðàâåäëèâî:
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αd

n
tg
π(n− 1)

2n
=

αd

n

cos
π

2n

sin
π

2n

−→
n→∞

2αd

π
.

×àñòîòà ñàìîé âûñîêîé ãàðìîíèêè íå÷åòíîé n-ìåðíîé

ñèñòåìû ñòðåìèòñÿ ê
2αd

π
, ïðè n → ∞. Ïðåäåëüíûå ÷àñòîòû

ïðåäûäóùèõ ãàðìîíèê áóäóò ìåíüøå â 2, 3, 4, 5,... ðàç.
Âîçâðàùàÿñü òåïåðü ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì xi = x∗

iXi,
ïîëó÷àåì: ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà x̄ ñèñòåìû (1) èìååò êîìïî-

íåíòû x̄i =
x∗
i

n
, à ãèïåðïëîñêîñòü, â êîòîðîé ïðîèñõîäÿò êî-

ëåáàíèÿ, ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè åìêîñòåé ñðåäû íà îñÿõ êî-
îðäèíàò: (x∗

1, 0, ..., 0), (0, x
∗
2, 0, ..., 0),. . . , (0, ..., 0, x

∗
n), åå óðàâ-

íåíèå:

1−
n∑

i=1

xi

x∗
i

= 0.

Ýòà ãèïåðïëîñêîñòü � ãðàíèöà òîëåðàíòíîñòè, ðàçäåëÿ-
þùàÿ îáëàñòè òîëåðàíòíîñòè è íåòåðïèìîñòè ([4]) ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû (1).

Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ
áóäóò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: (x∗

1, x
∗
2, ..., x

∗
n) � îäíî-

ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå åäèíñòâåííîìó
âåùåñòâåííîìó ñîáñòâåííîìó
÷èñëó, è äâóìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå ñî-
ïðÿæåííûì ïàðàì ìíèìûõ:


(
x∗
1, x

∗
2 cos

2πk

n
, ..., x∗

n cos
2π(n− 1)k

n

)
(
x∗
1, x

∗
2 sin

2πk

n
, ..., x∗

n sin
2π(n− 1)k

n

) , 1 ≤ k ≤ n− 1

2
.
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Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü íà ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíòû ïðè-
ðîñòà αi â (1) ðàçëè÷íû. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà (5) áóäåò
ïðèáëèæåííî îïèñûâàòü ÷àñòîòû êîëåáàíèé, åñëè âìåñòî α
â íåå ïîäñòàâèòü íåêîå ᾱ � óñðåäíåíèå êîìïîíåíò αi. Ìîæíî
ïîñòàâèòü îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó � íàéòè òàêîå óñðåäíå-
íèå ᾱ, ÷òîáû õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñ ýòèì óñðåä-
íåíèåì ìèíèìàëüíî îòëè÷àëñÿ îò èñõîäíîãî. Â ñèëó íåïðå-
ðûâíîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, â òîì ÷èñëå è ïî
α, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî åãî êîðíè áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê çàäà-
âàåìûì ôîðìóëîé (5), ïî êðàéíåé ìåðå, ïðè âûðàâíèâàíèè
êîìïîíåíò αi.

Ïðèìåðû

1. n = 3. Â ñèñòåìå âîçìîæíû êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé
αd

3
tg

π

3
=

αd√
3
è ïåðèîäîì

2π
√
3

αd
[5].

2. n = 5. Â ñèñòåìå âîçìîæíû êîëåáàíèÿ ñ äâóìÿ ÷àñòî-

òàìè
αd

5
tg

π

5
= αd

√
5− 2

√
5

5
≈ 0, 145αd è

αd

5
tg

2π

5
= αd

√
5 + 2

√
5

5
≈ 0, 616αd, è ïåðèîäàìè

2π
√
5

αd
√√

5− 2
è

2π
√
5

αd
√√

5 + 2
ñîîòâåòñòâåííî.

3. n = 9. Â ñèñòåìå âîçìîæíû êîëåáàíèÿ ñ ÷åòûðüìÿ

÷àñòîòàìè
αd

9
tg

π

9
≈ 0, 04αd,

αd

9
tg

2π

9
≈ 0, 093αd,

αd

9
tg

3π

9
≈ 0, 19αd è

αd

9
tg

4π

9
≈ 0, 63αd.

Ìåæäó ïðî÷èì, îòíîøåíèå ìåæäó ýòèìè ÷àñòîòàìè, à
çíà÷èò è ìåæäó ïåðèîäàìè êîëåáàíèé, ïðèáëèæåííî ðàâíî
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1 : 2, 3 : 2, 06 : 3, 27, ÷òî äîñòàòî÷íî áëèçêî ê îòíîøåíèþ
ïåðèîäîâ èçâåñòíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ öèêëîâ: Êèò÷èíà (3-4
ãîäà), Æþãëÿðà (7-11 ëåò), Êóçíåöà (15-25 ëåò) è Êîíäðà-
òüåâà (45-60 ëåò) [3].

Ïðèëîæåíèå. Êîå-÷òî èç ëèíåéíîé àëãåáðû.

Ïóñòü d > 0. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êâàäðàòíûå n × n
ìàòðèöû, çàäàâàåìûå ôîðìóëîé (2):∥∥∥∥∥∥∥∥

1 1 + d ... 1− d
1− d 1 ... 1 + d
... ... ... ...

1 + d 1− d ... 1

∥∥∥∥∥∥∥∥ , (Π.1)

ãäå n � íå÷åòíîå, è ñõîäíóþ ïî óñòðîéñòâó ÷åòíóþ ìàòðèöó:∥∥∥∥∥∥∥∥
1 1 + d ... 1 + d

1− d 1 ... 1− d
... ... ... ...

1− d 1 + d ... 1

∥∥∥∥∥∥∥∥ , (Π.2)

ãäå n � ÷åòíîå.
Ýòè, êàçàëîñü áû, ñòîëü ïîõîæèå äðóã íà äðóãà ìàòðè-

öû, íà ñàìîì äåëå, êàê ìû óâèäèì äàëåå, îáëàäàþò âåñüìà
íåïîõîæèìè ñâîéñòâàìè. Íàðÿäó ñ óêàçàííûìè ìàòðèöàìè
(Ï.1) è (Ï.2), áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñâÿçàííûå ñ íèìè êîñî-
ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû:∥∥∥∥∥∥∥∥

0 d ... −d
−d 0 ... d
... ... ... ...
d −d ... 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ , (Π.3)
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n � íå÷åòíîå, è ∥∥∥∥∥∥∥∥
0 d ... d

−d 0 ... −d
... ... ... ...
−d d ... 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ , (Π.4)

n � ÷åòíîå.
Äîêàæåì, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû (Ï.2) ðàâåí dn. Äî-

êàçûâàòü áóäåì ïî èíäóêöèè. Äëÿ n = 2 ýòî äåéñòâèòåëü-
íî òàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàííàÿ ôîðìóëà âåðíà âïëîòü äî
îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû (Ï.2) ðàçìåðíîñòè n− 2. Áóäåì âû-
÷èñëÿòü îïðåäåëèòåëü n-ìåðíîé ìàòðèöû, äëÿ ýòîãî èç ïî-
ñëåäíåé åå ñòðîêè âû÷òåì ïåðâóþ. Îïðåäåëèòåëü îò ýòîãî
íå èçìåíèòñÿ, à ïîñëåäíÿÿ åãî ñòðîêà ïðèìåò ñëåäóþùèé
âèä: (−d, 0, ..., 0,−d). Ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü ïî ýòîé ñòðî-
êå. Çàìåòèì, ÷òî àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ïîñëåäíåãî â
ñòðîêå ýëåìåíòà åñòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû (Ï.1), ðàçìåð-
íîñòè n − 1. Îáîçíà÷èì åãî âåëè÷èíó ÷åðåç ∆n−1. Ìèíîð,
ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðâîìó ýëåìåíòó ñòðîêè èìååò ñëåäóþ-
ùèé âèä: ∥∥∥∥∥∥∥∥

1 + d 1− d ... 1− d
1 1 + d ... 1 + d

... ... ... ...
1− d 1 + d ... 1

1 + d
1− d
...

1 + d

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Îïóñòèì ïåðâóþ ñòðîêó âíèç, ìåíÿÿ åå ïîñëåäîâàòåëüíî

ñî âòîðîé, . . . , n − 1. Ýòî íå èçìåíèò çíàêà îïðåäåëèòåëÿ,
òàê êàê ÷èñëî îáìåíîâ � ÷åòíîå. Çàìåòèì, ÷òî â àëãåáðà-
è÷åñêîå äîïîëíåíèå îïðåäåëèòåëü ýòîãî ìèíîðà âõîäèò ñî
çíàêîì ìèíóñ. Èòàê, íàì íóæíî âû÷èñëèòü
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An,1 = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 + d ... 1− d

1− d 1 ... 1 + d
... ... ... ...

1 + d 1− d ... 1 + d

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Çàìåòèì, ÷òî äàííûé îïðåäåëèòåëü îòëè÷àåòñÿ îò îïðå-

äåëèòåëÿ ìàòðèöû òèïà (Ï.1) ðàçìåðíîñòè n − 1 ëèøü �äî-
âåñêîì� +d â ïîñëåäíåì äèàãîíàëüíîì ýëåìåíòå, ïîýòîìó â
ñèëó ëèíåéíîñòè îïðåäåëèòåëÿ êàê ôóíêöèè ñòîëáöà,

An,1 = −∆n−1 −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ... 1 + d 0

1− d ... 1− d 0
... ... ... ...

1 + d ... 1− d d

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −∆n−1 − d · dn−2.

Ìû ðàçëîæèëè ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ïî ïîñëåäíåìó ñòîëá-
öó è âîñïîëüçîâàëèñü èíäóêöèîííîé ãèïîòåçîé. Îêîí÷àòåëü-
íî âû÷èñëÿåì íàø îïðåäåëèòåëü:

∆n = −dAn,1 − dAn,n = −d(−∆n−1 − dn−1)− d∆n−1 = dn,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Îòìåòèì, ÷òî òî æå ñàìîå ðàññóæäåíèå ñ òåì æå ñà-

ìûì ðåçóëüòàòîì dn, ïðèìåíèìî è ê îïðåäåëèòåëþ ìàòðèöû
(Ï.4). Áîëåå òîãî, åñëè A � íåâûðîæäåííàÿ êîñîñèììåòðè-
÷åñêàÿ ÷åòíàÿ ìàòðèöà, à B îòëè÷àåòñÿ îò íåå òåì, ÷òî ê
êàæäîìó åå ýëåìåíòó ïðèáàâëÿåòñÿ åäèíèöà, òî â ñèëó ëè-
íåéíîñòè îïðåäåëèòåëÿ, êàê ôóíêöèè ñòîëáöà, âñïîìèíàÿ
ïðàâèëî Êðàìåðà, èìååì:

|B| = |A|+ |B| (ȳ, e), (Π.5)
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ãäå e � âåêòîð èç åäèíèö (1, ..., 1), à ȳ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
By = e. Äàëåå çàìåòèì, ÷òî |B| (ȳ, e) = |A| (x̄, e), ãäå x̄ � ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ Ax = e � â ìàòðèöå ïîÿâèëñÿ åäèíè÷íûé
ñòîëáåö, êîòîðûé ìîæíî âû÷èòàòü èç îñòàëüíûõ, íå ìåíÿÿ
çíà÷åíèÿ îïðåäåëèòåëÿ. Íî â ñèëó òîãî, ÷òî ìàòðèöà A êî-
ñîñèììåòðè÷åñêàÿ, çàêëþ÷àåì: (x,Ax) = −(xA, x) = 0, ∀x,
îòêóäà ñëåäóåò (x̄, e) = (x̄, Ax̄) = 0, è, ñòàëî áûòü, |B| = |A|.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íå÷åòíûõ ìàòðèö âñå îáñòîèò ñîâñåì
ïî-äðóãîìó. Êàê èçâåñòíî, îïðåäåëèòåëü íå÷åòíîé êîñîñèì-
ìåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ðàâåí íóëþ: |A| = |−A| = − |A| = 0,
îïðåäåëèòåëü æå ìàòðèöû (Ï.1), êàê íàì ïðåäñòîèò âûÿñ-
íèòü äàëåå, ðàâåí n2dn−1.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê âû÷èñëåíèþ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû
(Ï.1). Âûáåðåì â ìàòðèöå (Ï.1) j-é ñòîëáåö, è ñëîæèì ñ íèì
âñå îñòàëüíûå, îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû îò ýòîãî íå èçìåíèò-
ñÿ, ïîëó÷àåì:

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 + d ... 1− d

1− d 1 ... 1 + d
... ... ... ...

1 + d 1− d ... 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ... n ...
1− d ... n ...
... ... ... ...

1 + d ... n ...

1− d
1 + d
...
1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= n

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ... 1 ...

1− d ... 1 ...
... ... ... ...

1 + d ... 1 ...

1− d
1 + d
...
1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (Π.6)

= n

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 ... 1 ...

−d ... 1 ...
... ... ... ...
d ... 1 ...

−d
d
...
0

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (Π.7)
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Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå, ìåæäó ïðî÷èì, ÿâëÿåòñÿ àíà-
ëîãîì ôîðìóëû (Ï.5), òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå |A| = 0. Î÷å-
âèäíî, îïðåäåëèòåëè (Ï.6) è (Ï.7) ïðè ëþáûõ 0 ≤ j ≤ n ðàâ-

íû ìåæäó ñîáîé, è âñå ðàâíû
1

n
∆n, ãäå ∆n � èñêîìûé îïðå-

äåëèòåëü ìàòðèöû (Ï.1). Êîãäà ìû äîêàæåì, ÷òî ∆n > 0,
îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç D ìàò-
ðèöó (Ï.1), òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Dx = e, áóäåò âåêòîð

x̄ =

(
1

n
, ...,

1

n

)
. Ðàññìîòðèì òåïåðü îïðåäåëèòåëü âèäà (Ï.7)

ïðè j = n:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 d ... d

−d 0 ... −d
... ... ... ...
d −d ... −d

1
1
...
1

∣∣∣∣∣∣∣∣ (Π.8)

Ïîïðîáóåì âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü (Ï.8), ïî ôîðìóëå
îêàéìëåííîãî îïðåäåëèòåëÿ:

∆ =

∣∣∣∣∣∣
1

An−1 ...
d ... 1

∣∣∣∣∣∣ = |An−1| − (d, ...,−d)Ãn−1

 1
...
1

 =

= dn−1 + d
n−1∑
j,k=1

(−1)kAj,k =dn−1 +
n−1∑
k=1

(−1)kd
n−1∑
j=1

Aj,k.

Çäåñü An−1 � õîðîøî èçâåñòíàÿ íàì ÷åòíàÿ ìàòðèöà òè-
ïà (Ï.4), îïðåäåëèòåëü êîòîðîé |An−1| = dn−1 áûë âû÷èñëåí
ðàíåå; Ãn−1 � âçàèìíàÿ ñ An−1 ìàòðèöà, ò. å. òàêàÿ, ÷òî íà
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ìåñòå êàæäîãî ýëåìåíòà ai,j ñòîèò åãî àëãåáðàè÷åñêîå äîïîë-
íåíèå Ai,j; è, íàêîíåö, Aj,k � óæå óïîìÿíóòûå àëãåáðàè÷å-
ñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû An−1.

Çàìåòèì, ÷òî ñòðîêà
{
(−1)kd

}n−1

k=1
åñòü ñóììà âñåõ ñòðîê

ìàòðèöû (Ï.4) ðàçìåðíîñòè n− 1, îòñþäà, âñïîìèíàÿ ñâîé-
ñòâî ïðîèçâåäåíèé ñòðîê îïðåäåëèòåëÿ íà èõ àëãåáðàè÷å-
ñêèå äîïîëíåíèÿ, çàêëþ÷àåì:

n−1∑
k=1

(−1)kd
n−1∑
j=1

Aj,k =
n−1∑
k=1

n−1∑
l=1

al,k

n−1∑
j=1

Aj,k =

=
n−1∑
l=1

n−1∑
j=1

n−1∑
k=1

al,kAj,k =
n−1∑
l=1

n−1∑
j=1

δl,j |An−1| = (n− 1)dn−1.

Îòñþäà ïîëó÷àåì çíà÷åíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû (Ï.8):

∆ = ndn−1.

Âû÷èñëèâ îïðåäåëèòåëü (Ï.8), è çíàÿ, ÷òî èñêîìûé îïðå-
äåëèòåëü ìàòðèöû (Ï.1) â n ðàç áîëüøå, ìû, íàêîíåö, ìî-
æåì îêîí÷àòåëüíî çàïèñàòü çíà÷åíèå îïðåäåëèòåëÿ íå÷åò-
íîé ìàòðèöû (Ï.1):

∆n = n2dn−1.

Âû÷èñëèì òåïåðü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû (Ï.1).
Çàìåòèì, ÷òî ýòà ìàòðèöà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèðêóëÿíò
� ÷àñòíûé ñëó÷àé ìàòðèöû Ò¼ïëèöà, êîòîðûé ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ïåðâîé ñòðîêîé � ïîñëåäóþùèå ñòðî-
êè ïîëó÷àþòñÿ èç ïðåäûäóùèõ öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì âïðà-
âî íà îäíó ïîçèöèþ. Èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû (íàïðè-
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ìåð, [6]) èçâåñòíî, ÷òî öèðêóëÿíò äèàãîíàëèçèðóåòñÿ äèñ-
êðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå, êîòîðîå çàäàåòñÿ ñëåäóþ-
ùåé ìàòðèöåé Âàíäåðìîíäà:∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 1 1 ... 1
1 ε ε2 ... εn−1

1 ε2 ε4 ... ε2(n−1)

... ... ... ...

1 εn−1 ε2(n−1) ... ε(n−1)2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

ãäå ε = cos
2π

n
+ i sin

2π

n
� êîðåíü n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû.

Ïðè ýòîì, ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû (Ï.1) ìîæíî îïðåäå-
ëèòü ïî ôîðìóëå:

λj = 1 + (1 + d)εj + (1− d)ε2j + ...+ (1− d)εn−1
j , (Π.9)

ãäå εj = cos
2πj

n
+ i sin

2πj

n
, 0 ≤ j ≤ n− 1.

Ïîïðîáóåì âû÷èñëèòü ýòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà. Ëåã÷å âñå-
ãî ýòî ñäåëàòü ïðè j = 0, òîãäà ε0 = 1 è λ0 = n � ýòî
åäèíñòâåííîå âåùåñòâåííîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî. Ïóñòü òåïåðü
j > 0, áóäåì âû÷èñëÿòü λj ïî ôîðìóëå (Ï.9). Áóäåì ïîëüçî-
âàòüñÿ èçâåñòíûì ñâîéñòâîì êîðíåé n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû,
ñëåäóþùèì èç ôîðìóëû Ìóàâðà:

εkj = εjk1 = cos
2πjk

n
+ i sin

2πjk

n
.

Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî èç ñóììû (Ï.9) èñ÷åçàþò âñå
÷ëåíû, ñâÿçàííûå ñ åäèíèöàìè, äåéñòâèòåëüíî, ïî ôîðìóëå

ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè
n−1∑
k=0

εkj =
1− εnj
1− εj

= 0.
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Âî-âòîðûõ, ñîêðàùàþòñÿ âñå ÷ëåíû, ñâÿçàííûå ñ êîñèíó-
ñàìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè íå÷åòíûõ k, 0 < k < n ñëàãàåìûå

d cos
2πjk

n
âõîäÿò â ñóììó (Ï.9) ñî çíàêîì ïëþñ, à ïðè ÷åò-

íûõ � ñî çíàêîì ìèíóñ. Êàæäîìó k, 0 < k <
n

2
ïîñòàâèì â

ñîîòâåòñòâèå l,
n

2
< l < n òàêîå, ÷òî l = n− k, òîãäà

cos
2πjk

n
= cos

(
−2πjk

n

)
= cos

(
−2πjk

n
+ 2πj

)
= cos

2πjl

n
,

íî k è l èìåþò ïðîòèâîïîëîæíóþ ÷åòíîñòü, òàê êàê n íå÷åò-
íî, è ïîýòîìó âõîäÿò â ñóììó (Ï.9) ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè
çíàêàìè. Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, âñå êîñèíóñû â (Ï.9) âçà-
èìíî ñîêðàòÿòñÿ, à ñèíóñû, êàê íå÷åòíûå ôóíêöèè, íàîáî-
ðîò, óäâîÿòñÿ. Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå, ïåðåïèøåì (Ï.9) ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

λj = 2id

n−1
2∑

k=1

sin

(
2πjk

n

)
=

= 2id

sin

( n−1
2

+ 1

2
· 2πj

n

)
sin

(
n− 1

4
· 2πj

n

)
sin

(
πj

n

) =

= 2id

sin

(
πj

2
+

πj

2n

)
sin

(
πj

2
− πj

2n

)
sin

πj

n

=
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=
2id

sin
πj

n

(
sin

πj

2
cos

πj

2n
+ cos

πj

2
sin

πj

2n

)
×

×
(
sin

πj

2
cos

πj

2n
− cos

πj

2
sin

πj

2n

)
=

= id
sin2 πj

2
cos2

πj

2n
− cos2

πj

2
sin2 πj

2n

sin
πj

2n
cos

πj

2n

.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå âåäåò ñåáÿ ïî-ðàçíîìó â çàâèñèìî-

ñòè îò ÷åòíîñòè j. Ïðè ÷åòíîì j âûïîëíÿåòñÿ sin
πj

2
= 0 è

cos2
πj

2
= 1, ïîýòîìó λj = −id tg

πj

2n
. Ïðè íå÷åòíîì � íàîáî-

ðîò, sin2 πj

2
= 1 è cos

πj

2
= 0, ïîýòîìó λj = id ctg

πj

2n
.

Çàìåòèì, ÷òî âñÿêîìó ÷åòíîìó l, 0 < l < n, ñîîòâåòñòâóåò
íå÷åòíîå j, 0 < j < n òàêîå, ÷òî j = n−l è íàîáîðîò. Îòñþäà
çàêëþ÷àåì:

λj = id ctg

(
πj

2n

)
= id ctg

(
π(n− l)

2n

)
= id ctg

(
π

2
− πl

2n

)
=

= id tg

(
πl

2n

)
= −λl.

Ïàðû ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû (Ï.1),
êàê èì è ïîëîæåíî, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû. Òåïåðü ìîæíî
çàïèñàòü åäèíóþ ôîðìóëó äëÿ ïàð êîìïëåêñíî ñîïðÿæåí-
íûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë:

λk1,2 = ∓id tg

(
πk

n

)
, 1 ≤ k ≤ n− 1

2
. (Π.10)
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Äàëåå, ñ îäíîé ñòîðîíû, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, îïðå-
äåëèòåëü ìàòðèöû (Ï.1) ðàâåí n2dn−1, ñ äðóãîé � ýòî ïðîèç-

âåäåíèå âñåõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû: ndn−1

n−1
2∏

k=1

tg2
(
πk

n

)
.

Ïðèðàâíèâàÿ ýòè âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì ëþáîïûòíîå òîæäå-

ñòâî: n =

n−1
2∏

k=1

tg2
(
πk

n

)
, èëè âñïîìèíàÿ ÷òî n íå÷åòíî:

m∏
k=1

tg2
(

πk

2m+ 1

)
= 2m+ 1.

Ïðè m = 1 îíî îáùåèçâåñòíî: tg
π

3
=

√
3.

Àíàëîã äàííîãî òîæäåñòâà äëÿ ÷åòíûõ ÷èñåë, íà÷èíàÿ
ñ 2m = 4,

m−1∏
k=1

tg

(
πk

2m

)
= 1,

íà íàø âçãëÿä íå ñòîëü ñîäåðæàòåëåí. Åãî ëåãêî ïîëó÷èòü,
ïîëüçóÿñü ñèììåòðèåé ÷åòíûõ äîëåé π îòíîñèòåëüíî áèñ-
ñåêòðèñû ïåðâîãî êâàäðàíòà ñèñòåìû êîîðäèíàò (êàæäîìó
òàíãåíñó íèæå áèññåêòðèñû ñîîòâåòñòâóåò êîòàíãåíñ òîãî æå
óãëà âûøå íåå, ïëþñ ïðè íå÷åòíîì m − 1, â öåíòðå åùå è
ñàìà áèññåêòðèñà).

Ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé λ0 = n, ýòî e �
âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç åäèíèö. Äîïîëíÿþùåå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî ìîæíî îïðåäåëèòü óðàâíåíèåì: (e, x) = 0. Èíâàðèàíò-
íûå äâóìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàì
ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λk1,2 (Ï.10), åñòü ëèíåéíûå îáî-
ëî÷êè ïàð âåêòîðîâ
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(
1, cos

(
2πk

n

)
, ..., cos

(
2π(n− 1)k

n

))
(
1, sin

(
2πk

n

)
, ..., sin

(
2π(n− 1)k

n

)) , 1 ≤ k ≤ n− 1

2
.
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