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�°¥¤« £ ¥²±¿ ¬¥²®¤ ¯®±²°®¥¨¿ °¥£³«¿°»µ ±¥²®ª, ¿¢«¿¾¹¨©±¿ ª®¬¯¨«¿¶¨¥©

¨§¢¥±²®£® ±¥²®·®£® £¥¥° ²®° , £ ° ²¨°³¾¹¥£® ¢»¯³ª«®±²¼ ¢±¥µ ¿·¥¥ª ±¥²ª¨,

¨ ¯°®±²®© ª¢ §¨®¤®¬¥°®© ±¥²ª¨ ± ° ±±² ®¢ª®© ³§«®¢ ¢¤®«¼ ¯°¿¬»µ. �¥¬®-

±²°¨°³¥²±¿ ½´´¥ª²¨¢®±²¼ ² ª®£® ¯®¤µ®¤  ¤«¿ § ¤ · ± ¯®¤¢¨¦»¬¨ £° ¨¶ ¬¨.

��������

� ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¯°®¡«¥¬  ¯®±²°®¥¨¿ °¥£³«¿°»µ ±¥²®ª ¢ ®¡« -

±²¿µ ± ª°¨¢®«¨¥©»¬¨ £° ¨¶ ¬¨. �  ¯«®±ª®±²¨ (x; y) ¨¬¥¥²±¿ ¥-

ª®²®° ¿ ®¡« ±²¼, ¢ ª®²®°®© ³¦® ¯®±²°®¨²¼ ±¥²ª³

G = f(x; y)ij; i = 0; : : : ; N ; j = 0; : : : ;Mg (1)

¯°¨ § ¤ »µ ª®®°¤¨ ² µ £° ¨·»µ ³§«®¢ (x; y)i0, (x; y)iM , (x; y)0j,

(x; y)Nj. �¬¥¥²±¿ ¬®£® ° ¡®², ¯®±¢¿¹¥»µ ½²®© ¯°®¡«¥¬¥ (±¬.,  -

¯°¨¬¥°, ª¨£¨ [1,2] ¨ ®¤¨ ¨§ ¯®±«¥¤¨µ ®¡§®°®¢ [3]). �®«¼¸¨±²¢®

¬¥²®¤®¢ ¯®±²°®¥®   ¯°¨¡«¨¦¥®¬ °¥¸¥¨¨ ³° ¢¥¨© ¢ · ±²»µ

¯°®¨§¢®¤»µ ½««¨¯²¨·¥±ª®£® ²¨¯  ¨«¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¢ °¨ ¶¨-

®»µ § ¤ ·. �²¨ ¬¥²®¤» · ±²®  §»¢ ¾² ½««¨¯²¨·¥±ª¨¬¨ ±¥²®·-

»¬¨ £¥¥° ²®° ¬¨.

�¥£³«¿° ¿ ±¥²ª  ±®±²®¨² ¨§ ·¥²»°¥µ³£®«¼»µ ¿·¥¥ª, ¨ ®¤  ¨§

±¥°¼¥§»µ ²°³¤®±²¥©, ¢®§¨ª ¾¹¨µ ¯°¨ ¥¥ ¯®±²°®¥¨¨, § ª«¾· -

¥²±¿ ¢ ¢®§¬®¦®¬ ¯®¿¢«¥¨¨ ± ¬®¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¿·¥¥ª, ·²® ¤¥« ¥²

±¥²ª³ ¥¯°¨£®¤®© ¤«¿ ° ±·¥²®¢. �²  ²°³¤®±²¼ ¡»«  ¯°¥®¤®«¥  ¢

¬¥²®¤¥ [4], ª®²®°»©,   ª ¦¤®© ¨²¥° ¶¨¨, £ ° ²¨°³¥² ¢»¯³ª«®±²¼

¢±¥µ ¿·¥¥ª ±¥²ª¨ (§  ¥±²¥±²¢¥»¬ ¨±ª«¾·¥¨¥¬ ²¥µ ¿·¥¥ª, ¥¢»-

1� ¡®²  ¢»¯®«¥  ¯°¨ ´¨ ±®¢®© ¯®¤¤¥°¦ª¥ �®±±¨©±ª®£® ´®¤  ´³¤ ¬¥² «¼»µ ¨±±«¥-

¤®¢ ¨© (ª®¤ ¯°®¥ª²  97-01-00095).
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�¨£. 1: �¡« ±²¼ ¨ ´° £¬¥² ±¥²ª¨, ¯®«³·¥®© ¬¥²®¤®¬ [4].

¯³ª«®±²¼ ª®²®°»µ ¯°¥¤®¯°¥¤¥«¥  ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ § ¤ ¨¥¬ £° -

¨·»µ ³§«®¢) ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¯°¨ «¾¡®¬ ¨±ª°¨¢«¥¨¨ £° ¨·»µ «¨-

¨©.

�±² ®¢¨¬±¿   ¥¤®±² ²ª µ ¬¥²®¤  [4], ³±²° ¥¨¾ ª®²®°»µ

¨ ¯®±¢¿¹¥   ±²®¿¹ ¿ § ¬¥²ª . � ¨¡®«¥¥ ±¥°¼¥§»© ¨§ ¨µ § -

ª«¾· ¥²±¿ ¢ ²®¬, ·²® ³§«» ±¥²®·®© «¨¨¨, ¡«¨¦ ©¸¥© ª £° ¨-

¶¥, ¬®£³² ±¨«¼® ®² ¥¥ ®²µ®¤¨²¼. �  ´¨£. 1 ¯°¨¢¥¤¥  ®¡« ±²¼,

¢®§¨ª ¢¸ ¿ ¯°¨ ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¨ £¨¤°®¤¨ ¬¨·¥±ª®© ¥³±²®©·¨¢®-

±²¨ £° ¨¶» ° §¤¥«  ±°¥¤. �®·ª ¬¨ ®²¬¥·¥» ³£«®¢»¥ ³§«» ±¥²ª¨

(0; 0), (0;M), (N;M) ¨ (N; 0). � ¨¡®«¥¥ ±¥°¼¥§ ¿ ²°³¤®±²¼ ¯°¨

¯®±²°®¥¨¨ ±¥²ª¨ ±¢¿§   ± ¨¦¥© £° ¨¶¥©,   ª®²®°®© ¨¬¥¾²±¿

¥±ª®«¼ª® ³§ª¨µ ¨ ¤«¨»µ "¿§»ª®¢". � ¬¥²¨¬, ·²® ¢ °¨ ² ¬¥²®¤ 

Winsolow ¨§ [1] ¤ ¥² ¤«¿ ¤ ®© ®¡« ±²¨ ±¥²ª³ ± ± ¬®¯¥°¥±¥ª ¾¹¨-

2



¬¨±¿ ¿·¥©ª ¬¨. �° £¬¥² ±¥²ª¨, ¯®±²°®¥®© ¬¥²®¤®¬ [4], ¯®ª § 

  ´¨£. 1. �¥²ª  ±®±²®¨² ²®«¼ª® ¨§ ¢»¯³ª«»µ ¿·¥¥ª. �¥¬ ¥ ¬¥-

¥¥ ¢ ¿§»ª¥, ¯®¢¥¤¥¨¥ ª®²®°®£® ¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ®±®¢®© ¨²¥°¥± ¢

¤ ®© § ¤ ·¥, ²®·®±²¼ ° ±·¥²  ¥¢»±®ª ¿ ¨§-§  ¡®«¼¸¨µ ° §¬¥°®¢

¿·¥¥ª.

� ª ¡»«® ¯°®¤¥¬®±²°¨°®¢ ® ¢ [4], ½²®² ¥¤®±² ²®ª ¢ ¯°¨¶¨-

¯¥ ¬®¦® ³±²° ¨²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ ¬¥µ ¨§¬  ³¯° ¢«¥¨¿ ° ±¯®«®¦¥-

¨¥¬ ³§«®¢ ¨§ [5], ª®²®°»© ±¢¿§  ± § ¤ ¨¥¬ § ·¥¨© ³¯° ¢«¿¾¹¥©

´³ª¶¨¨ ¢® ¢±¥µ ¿·¥©ª µ ±¥²ª¨. �¤ ª® ¤«¿ ª ¦¤®© ®¢®© § ¤ ·¨

¯®¤¡®° ² ª®© ³¯° ¢«¿¾¹¥© ´³ª¶¨¨ ²°¥¡³¥² § ·¨²¥«¼»µ ³±¨«¨©,

³¢¥«¨·¨¢ ¾¹¨µ±¿ ¢¬¥±²¥ ± ³¢¥«¨·¥¨¥¬ ·¨±«  ³§«®¢ ±¥²ª¨. �°®¬¥

²®£®, ¨¬¥¾¹¨©±¿ ®¯»² ¯°¨¬¥¥¨¿ ¬¥²®¤  [4] ¯®ª § «, ·²® ¢¢¥¤¥-

¨¥ ³¯° ¢«¿¾¹¥© ´³ª¶¨¨ ¯°¨¢®¤¨², ª ª ¯° ¢¨«®, ª ³¬¥¼¸¥¨¾

±ª®°®±²¨ ±µ®¤¨¬®±²¨ ¨²¥° ¶¨®®£® ¯°®¶¥±± .

�°³£¨¬ ¥¤®±² ²ª®¬ ¬¥²®¤  [4] ¿¢«¿¥²±¿ ¨§ª ¿ ±ª®°®±²¼ ±µ®-

¤¨¬®±²¨ ¨²¥° ¶¨®®£® ¯°®¶¥±±  ¤ ¦¥ ¢ ®²±³²±²¢¨¥ ³¯° ¢«¿¾¹¥©

´³ª¶¨¨. � ª ³ª §»¢ «®±¼ ¥¹¥ ¢ ª¨£¥ [1],  ¨¡®«¥¥ ±¨«¼® ½²®²

¥¤®±² ²®ª ¯°®¿¢«¿¥²±¿ ¯°¨ °¥¸¥¨¨ ¥±² ¶¨® °»µ § ¤ · ± ¯®-

¤¢¨¦»¬¨ £° ¨¶ ¬¨, ª®£¤  ±¥²ª³ ³¦® ±²°®¨²¼   ª ¦¤®¬ ¸ £¥

¯® ¢°¥¬¥¨, ·²® ²°¥¡³¥² ° §³¬®£® ®£° ¨·¥¨¿   ·¨±«® ¨²¥° ¶¨©

¯°¨ ¯®±²°®¥¨¨ ±¥²ª¨.

�°®¤¥¬®±²°¨°³¥¬ ³ª § »© ¥¤®±² ²®ª   ±«¥¤³¾¹¥¬ ¯°®-

±²®¬ ¯°¨¬¥°¥. �³±²¼ ¨¬¥¥²±¿ ¯°¿¬®³£®«¼ ¿ ®¡« ±²¼ ± ° ¢®¬¥°-

®© ° ±±² ®¢ª®© ³§«®¢ ¢¤®«¼ ¢±¥µ £° ¨¶, ¯®ª §  ¿   ´¨£. 2.

� ¨¡®«¥¥ ¯®¤µ®¤¿¹¥© ±¥²ª®© ¤«¿ ² ª®© ®¡« ±²¨ ª ª ¯° ¢¨«® ¿¢«¿-

¥²±¿ ¯°¿¬®³£®«¼ ¿ ±¥²ª  ¨§ ¯°¿¬»µ, ¯ ° ««¥«¼»µ £° ¨¶ ¬. �² 

±¥²ª  ¿¢«¿¥²±¿ ¨ °¥¸¥¨¥¬  «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ³° ¢¥¨© ¬¥²®¤  [4].

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ ¢±¥ £° ¨·»¥ ³§«» ±¥²ª¨ ±¬¥±²¨«¨±¼ ¢¨§   ¥ª®²®-

°»© ¸ £,   ¢³²°¥¨¥ ³§«» ±¥²ª¨ ®±² «¨±¼ ¥¯®¤¢¨¦»¬¨. �¥°-

²¨ª «¼»¥ «¨¨¨ ±¥²ª¨ ¯°¨ ½²®¬ ¥ ¨§¬¥¨«¨±¼,   £®°¨§®² «¼»¥

±¬¥±²¨«¨±¼ ¢¢¥°µ, ¨   ¨µ ¯®¿¢¨«¨±¼ ¨§«®¬» ¢¡«¨§¨ ¡®ª®¢»µ £° -

¨¶, ª ª ½²® ¯®ª § ®   ´¨£. 2 . �²  ±¥²ª  ¡¥°¥²±¿ ¢ ª ·¥±²¢¥

 · «¼®© ¤«¿ ¬¥²®¤  [4]. �®°¨§®² «¼»¥ «¨¨¨ ±¥²ª¨, ¯®«³·¥®©
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�¨£. 2: �¥¤®¨²¥°¨°®¢ ®±²¼ ±¥²ª¨ ¯°¨ ¤¢¨¦¥¨¨ £° ¨¶: a | «¨¨¨ ®¤®£®

±¥¬¥©±²¢  ¤«¿  · «¼®© ±¥²ª¨, b | ¤«¿ ±¥²ª¨ ¯®±«¥ 50 ¨²¥° ¶¨© ¬¥²®¤®¬ [4].

¯®±«¥ 50 ¨²¥° ¶¨©, ¯®ª § »   ´¨£. 2¡. �¨¤®, ·²® ¤¢¨¦¥¨¥ £° -

¨¶ ¯®-¯°¥¦¥¬³ ®±² ¢«¿¥²   ±¥²ª¥ ±³¹¥±²¢¥»© ±«¥¤, ·²® ¬®¦¥²

¯°¨¢®¤¨²¼ ª § ¬¥²®¬³ ¯ ¤¥¨¾ ²®·®±²¨ ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ° ±·¥²®¬

  ±¥²ª¥ ¨§ ¯°¿¬»µ «¨¨©.

1. ��������������� �����

�¤¥±¼ ¨ ¤ «¥¥ ¤«¿ ±®ª° ¹¥¨¿ § ¯¨±¨ ¢¢®¤¨²±¿ ®¡®§ ·¥¨¥ ~rij =

(x; y)ij ¨ ´®°¬³«» ¯°¨¢®¤¿²±¿ ¢ ¢¥ª²®°®¬ ¢¨¤¥.

�°®±²¥©¸¨© ±¯®±®¡ ¯®±²°®¥¨¿ ±¥²ª¨ (1) § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ±«¥¤³-

¾¹¥¬ (±¬. [1]). �¨¨¨ ®¤®£® ±¥¬¥©±²¢ , ®²¢¥· ¾¹¨¥, ¤«¿ ®¯°¥¤¥-

«¥®±²¨, ¯®±²®¿®¬³ § ·¥¨¾ ¨¤¥ª±  j, ¯®« £ ¾²±¿ ¯°¿¬»¬¨,

³§«» ¢¤®«¼ ª®²®°»µ ° ±±² ¢«¿¾²±¿ ¥ª®²®°»¬ ° §³¬»¬ ®¡° §®¬.

�«¿ £° ¨·®© «¨¨¨ j = 0 ¢ · «¥ ¢»·¨±«¿¾²±¿ ¢¥«¨·¨» s0i :

s00 = 0; s0i+1 = s0i + j~ri+1;0 � ~ri0j
2; i = 1; : : : ; N � 1:

�®®²®® ¢®§° ±² ¾¹ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼

t0i = s0i=s
0
N ; i = 0; : : : ; N; t00 = 0; t0N = 1

 §»¢ ¥²±¿ § ª®®¬ ° ±±² ®¢ª¨. � «®£¨·® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ § ª®

° ±±² ®¢ª¨ tMi ¢¤®«¼ £° ¨·®© «¨¨¨ j = M . � ª® ° ±±² ®¢ª¨
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¢¤®«¼ ¤°³£¨µ «¨¨© ±¥¬¥©±²¢  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ «¨¥©®© ¨²¥°¯®«¿-

¶¨¥© tji = [t0i (M � j) + tMi j]=M , ¯®±«¥ ·¥£® ¢³²°¥¨¥ ³§«» ±¥²ª¨

®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¯® ´®°¬³« ¬

~rij = ~r0j + tji (~rNj � ~r0j); i = 1; : : : ; N � 1; j = 1; : : : ;M � 1: (2)

� ª¨¥ ±¥²ª¨ ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ª¢ §¨®¤®¬¥°»¬¨. �µ ®·¥¢¨¤»¬

¯°¥¨¬³¹¥±²¢®¬ ¿¢«¿¥²±¿ ¡¥§¨²¥° ¶¨®®±²¼ ¯®±²°®¥¨¿,   ®·¥¢¨¤-

»¬ ¥¤®±² ²ª®¬ | ³§ª ¿ ®¡« ±²¼ ¯°¨¬¥¨¬®±²¨. � ²® ¦¥ ¢°¥-

¬¿ ¤«¿ ¬®£¨µ ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¢ ¦»µ § ¤ · ª¢ §¨®¤®¬¥°»¥ ±¥²-

ª¨ ®ª §»¢ ¾²±¿ ¥³¤®¢«¥²¢®°¨²¥«¼»¬¨ ²®«¼ª® ¢ ±° ¢¨²¥«¼® ¥-

¡®«¼¸¨µ ¯®¤®¡« ±²¿µ. �²® ®²®±¨²±¿, ¢ · ±²®±²¨, ª ®¡« ±²¨  

´¨£. 1. �®½²®¬³ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ®¯° ¢¤ »¬ ° §° ¡®²ª  ½««¨¯²¨-

·¥±ª¨µ ±¥²®·»µ £¥¥° ²®°®¢, ª®²®°»¥ ¨±¯° ¢«¿¾² ª¢ §¨®¤®¬¥°-

»¥ ±¥²ª¨ ¯® ¢®§¬®¦®±²¨ ²®«¼ª® ² ¬, £¤¥ ®¨ ¥ ° ¡®² ¾². �°®¬¥

²®£®, § ¡¥£ ¿ ¢¯¥°¥¤ ±«¥¤³¥² ®²¬¥²¨²¼ ¢»±®ª®¥ ª ·¥±²¢® ¯®«³· ¥-

¬»µ ±¥²®ª ¨ ¢ ²¥µ ¯®¤®¡« ±²¿µ, £¤¥ «¨¨¨ ±¥²ª¨ ¨±ª°¨¢«¿¾²±¿, ¯®-

±ª®«¼ª³ § ¤ ¢ ¥¬»© § ª® ° ±±² ®¢ª¨ ³§«®¢ ¯°®¤®«¦ ¥² ¯°¨¬¥°®

¢»¯®«¿²¼±¿ ¨ ¢ ½²¨µ ¯®¤®¡« ±²¿µ.

�®§¬®¦®±²¼ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¿ ª¢ §¨®¤®¬¥°»µ ±¥²®ª ¯°¨ ±®§¤ -

¨¨ ½««¨¯²¨·¥±ª¨µ ±¥²®·»µ £¥¥° ²®°®¢ ¡ §¨°³¥²±¿   ±«¥¤³¾¹¥©

§ ¤ ·¥ ¬¨¨¬¨§ ¶¨¨, ½ª¢¨¢ «¥²®© ³° ¢¥¨¿¬ (2). �»·¨² ¿ ³° ¢-

¥¨¿ (2) ¤°³£ ¨§ ¤°³£  ¯°¨ ¡«¨¦ ©¸¨µ § ·¥¨¿µ ¨¤¥ª±  i, ¬®¦®

¯®«³·¨²¼ ³° ¢¥¨¿

~uij = qij(~rij � ~ri+1;j) + qi�1;j(~rij � ~ri�1;j) = 0; (3)

i = 1; : : : ; N � 1; j = 1; : : : ;M � 1;

£¤¥ qij = 1=[N(tji+1 � tji )]. �¤¥±¼ ¯°¨ ¢»¢®¤¥ ¡»«® ³·²¥®, ·²® ³° ¢-

¥¨¿ (2) ´®°¬ «¼® ±¯° ¢¥¤«¨¢» ¨   £° ¨¶¥ ¯°¨ i = 0 ¨ i = N .

�®½´´¨¶¨¥²» qij ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¯®±²®¿®£® ¬®-

¦¨²¥«¿, ª®²®°»© ¢ ¤ ®¬ ±«³· ¥ ¢»¡°  ² ª, ·²®¡» qij = 1 ¤«¿

° ¢®¬¥°®£® § ª®  ° ±±² ®¢ª¨ tji = i=N .
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� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ´³ª¶¨¾

Q(G) =
N�1X

i=0

M�1X

j=1

qijj~ri+1;j � ~ri;jj
2=2; (4)

ª®²®° ¿ § ¢¨±¨² ®² ¢±¥µ ª®®°¤¨ ² ¢³²°¥¨µ ³§«®¢ ±¥²ª¨. �»·¨-

±«¿¿ ¯¥°¢»¥ ¨ ¢²®°»¥ ¯°®¨§¢®¤»¥ ½²®© ´³ª¶¨¨ ¬®¦® ¯®ª § ²¼,

·²® ³° ¢¥¨¿ (3), ¨ ±«¥¤®¢ ²¥«¼® ´®°¬³«» (2), ¯°¨ qij > 0 ¿¢«¿-

¾²±¿ °¥¸¥¨¥¬ § ¤ ·¨ Q(G) = min.

2. �������������

� ±±¬®²°¨¬ ´³ª¶¨¾

J(G) = Q(G) + "�I(G); (5)

£¤¥ ´³ª¶¨¿ Q(G) ®¯°¥¤¥«¥  ¢ (4), " | ¯ ° ¬¥²°, � | ±°¥¤¿¿

¯«®¹ ¤¼ ¿·¥©ª¨ ±¥²ª¨, ° ¢ ¿ ¯«®¹ ¤¨ ®¡« ±²¨ ¤¥«¥®©   ·¨±«®

¿·¥¥ª, I(G) | ¬¨¨¬¨§¨°³¥¬ ¿ ´³ª¶¨¿ ¬¥²®¤  [4]. �¢¥¤¥¨¥ ¢ (5)

¯®±²®¿®£® ¬®¦¨²¥«¿ � ±¢¿§ ® ± ¦¥« ¨¥¬ ¨¬¥²¼ ¡¥§° §¬¥°»©

¯ ° ¬¥²° ", ¯®±ª®«¼ª³ Q(G) ¨¬¥¥² ° §¬¥°®±²¼ ª¢ ¤° ²  ¤«¨»,  

I(G) | ¡¥§° §¬¥° . �¤¥±¼ ¨ ¤ «¥¥ ¥ ¡³¤¥² ¯°¨¢®¤¨²±¿ ª®ª°¥²»©

¢¨¤ ´³ª¶¨¨ I(G) ¨ ¤°³£¨¥ ¯®¤°®¡®±²¨ ¬¥²®¤  [4], ¢ª«¾· ¿  «£®-

°¨²¬ ° ±·¥²  ¯°®¨§¢®¤»µ ´³ª¶¨¨ I(G), ª®²®°»¥ ¬®¦®  ©²¨,

¯®¬¨¬® [4], ¢ ¥¤ ¢® ®¯³¡«¨ª®¢ ®© ° ¡®²¥ [6].

� ¯®¬¨¬, ·²® ´³ª¶¨¿ I(G) ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬ ±¢®©±²¢®¬.

� ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ·¥²»°¥µ³£®«¼»¥ ¿·¥©ª¨ ±¥²ª¨ (1), ±®±²®¿¹¨¥ ¨§

³§«®¢ ± ¡«¨¦ ©¸¨¬¨ § ·¥¨¿¬¨ ¨¤¥ª±®¢. �¥²ª³, ±®±²®¿¹³¾ ²®«¼-

ª® ¨§ ¢»¯³ª«»µ ¿·¥¥ª, ¡³¤¥¬ ¤«¿ ª° ²ª®±²¨  §»¢ ²¼ ¢»¯³ª«®© ±¥²-

ª®©,   ¬®¦¥±²¢® ² ª¨µ ±¥²®ª ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ D. �±«®¢¨¥ ¢»¯³ª«-

®±²¨ ¿·¥©ª¨ ½ª¢¨¢ «¥²® ³±«®¢¨¾ ¯®«®¦¨²¥«¼®±²¨ ¯«®¹ ¤¥© ¢±¥µ

·¥²»°¥µ ²°¥³£®«¼¨ª®¢, ª®²®°»¥ ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ ¯® ³§« ¬ ¿·¥©-

ª¨. �±«¨ ±¥²ª  G 2 D, ²® I(G) > 0,   ¥±«¨ ¯«®¹ ¤¼ µ®²¿ ¡» ®¤®£®

²°¥³£®«¼¨ª  ¤«¿ ª ª®©-²® ¿·¥©ª¨ ±²°¥¬¨²±¿ ª ³«¾, ®±² ¢ ¿±¼ ¯°¨

½²®¬ ¯®«®¦¨²¥«¼®©, ²® Ih(G)! +1. � «¨·¨¥ ² ª®£® ¡¥±ª®¥·®-

£® ¡ °¼¥°    £° ¨¶¥ ¬®¦¥±²¢  ¢»¯³ª«»µ ±¥²®ª ¨ ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥²
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 ¤¥¦®±²¼ ¬¥²®¤  [4]. � ®¤®© ±²®°®», ¥±«¨ ¬®¦¥±²¢® D ¥

¯³±²®,  «¨·¨¥ ¡ °¼¥°  £ ° ²¨°³¥² ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ µ®²¿ ¡» ®¤®©

¢»¯³ª«®© ±¥²ª¨, ¤«¿ ª®²®°®© I(G) ¨¬¥¥² «®ª «¼»© ¬¨¨¬³¬. �

¤°³£®© ±²®°®»,  «¨·¨¥ ¡ °¼¥°  ¯®§¢®«¿¥² ®°£ ¨§®¢ ²¼ ¨²¥° ¶¨-

®»© ¯°®¶¥±± ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²®¡»   ª ¦¤®© ¨²¥° ¶¨¨ n ±¥²ª 

Gn 2 D, ¥±«¨ ²®«¼ª®  · «¼ ¿ ±¥²ª  G0 2 D.

�±®, ·²® ¢¢¥¤¥ ¿ ¢ (5) ´³ª¶¨¿ J(G) ¯°¨ «¾¡®¬ " > 0 ² ª

¦¥ ¨¬¥¥² ¡¥±ª®¥·»© ¡ °¼¥°   £° ¨¶¥ ¬®¦¥±²¢  D, ·²® ¯®§¢®-

«¿¥² ¯®±²°®¨²¼ ±²®«¼ ¦¥  ¤¥¦»© ±¥²®·»© £¥¥° ²®°, ·²® ¨ ¯°¨

¬¨¨¬¨§ ¶¨¨ ´³ª¶¨¨ I(G). �®   «®£¨¨ ± ¨§¢¥±²»¬ ¯®¤µ®¤®¬

ª °¥¸¥¨¾ ¥ª®°°¥ª²»µ § ¤ · ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ´¨§¨ª¨, ´®°¬³«³

(5) ¥±²¥±²¢¥®  §¢ ²¼ °¥£³«¿°¨§ ¶¨¥© ´³ª¶¨¨ Q(G),   " - ¯ ° -

¬¥²°®¬ ½²®© °¥£³«¿°¨§ ¶¨¨.

3. ������������ �������

�®ª «¼»© ¬¨¨¬³¬ ´³ª¶¨¨ (5) ¤®±²¨£ ¥²±¿   °¥¸¥¨¨ ±¨-

±²¥¬»  «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ³° ¢¥¨©

~Rij = ~uij + "�

0
@@I=@xij
@I=@yij

1
A = 0; (6)

£¤¥ ~uij ®¯°¥¤¥«¥® ¢ (3).

�°¨ °¥¸¥¨¨ § ¤ · ± ¯®¤¢¨¦»¬¨ £° ¨¶ ¬¨ ¯®«³·¥¨¥  · «¼-

®© ±¥²ª¨ G0 2 D ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ²°³¤®© ¯°®¡«¥¬®©, ¯®±ª®«¼ª³ ¢ ° ±-

¯®°¿¦¥¨¨ ¢»·¨±«¨²¥«¿ ¨¬¥¥²±¿ § ¢¥¤®¬® ¢»¯³ª« ¿ ±¥²ª  ± ¯°¥¤»-

¤³¹¥£® ¢°¥¬¥®£® ±«®¿. � ±«³· ¥ ¥®¡µ®¤¨¬®±²¨ ¬®¦¥² ¨±¯®«¼§®-

¢ ²¼±¿ ±¯¥¶¨ «¼»© ¯°¨¥¬, ®¯¨± »© ¢ [4].

�¢¥¤¥¬ ¢ ° ±±¬®²°¥¨¥ ¢¥ª²®° �~rij = (~r
(n+1)
ij � ~r

(n)
ij )=�ij , £¤¥

n | ®¬¥° ¨²¥° ¶¨¨, �ij | ¨²¥° ¶¨®»© ¯ ° ¬¥²°. �¥ª²®° �~rij
®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¨§ °¥¸¥¨¿ ±«¥¤³¾¹¥© ±¨±²¥¬» «¨¥©»µ ³° ¢¥¨©,

¯®«³· ¥¬»µ ¯³²¥¬ ®£°³¡«¥¨¿ ¬¥²®¤  �¼¾²® .

~R
(n)
ij +Aij�~rij � qij�~ri+1;j � qi�1j�~ri�1;j = 0; (7)
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Aij =

0
@ qij + qi�1j + "�@2I=@x2ij "�@2I=@xij@yij
"�@2I=@xij@yij qij + qi�1j + "�@2I=@y2ij

1
A :

�¤¥±¼ ³·²¥» ¢±¥ ¢²®°»¥ ¯°®¨§¢®¤»¥ ´³ª¶¨¨ Q(G) ¨ ²¥ ¢²®°»¥

¯°®¨§¢®¤»¥ ´³ª¶¨¨ I(G), ª®²®°»¥ ³·¨²»¢ «¨±¼ ¢ ª¢ §¨¼¾²®®¢-

±ª®© ¨²¥° ¶¨®®© ¯°®¶¥¤³°¥ ¬¥²®¤  [4]. �° ¢¥¨¿ (7) °¥¸ ¾²±¿

®¤®¬¥°»¬¨ ¯°®£®ª ¬¨ ¤«¿ ¢¥ª²®°®¢ ° §¬¥°®±²¨ 2 ¢¤®«¼ «¨¨©

± j =const.

� ª ±«¥¤³¥² ¨§ ¢»¢®¤  ³° ¢¥¨© (7), ¯°¨ " = 0 ¨ �ij = 1 ¨²¥° -

¶¨®»© ¯°®¶¥±± § ª ·¨¢ ¥²±¿   ¯¥°¢®© ¨²¥° ¶¨¨ ¨ ¤ ¥² ª¢ §¨-

®¤®¬¥°³¾ ±¥²ª³, ®¯°¥¤¥«¿¥¬³¾ ´®°¬³« ¬¨ (2). �±®, ·²® ¨ ¢ ±«³-

· ¥ 0 < "� 1 ¨²¥° ¶¨®»© ¯°®¶¥±± ³¦¥   ¯¥°¢®© ¨²¥° ¶¨¨ ¡³¤¥²

¤ ¢ ²¼ ±¥²ª³, ¡«¨§ª³¾ ª ª¢ §¨®¤®¬¥°®© ¢ ²¥µ ¯®¤®¡« ±²¿µ, £¤¥

«¨¨¿¬ ¢»¡° ®£® ±¥¬¥©±²¢  ¥ ³¦® ±¨«¼® ¨§£¨¡ ²¼±¿, ·²®¡»

 °³¸ ²¼ ³±«®¢¨¥ ¢»¯³ª«®±²¨ ¿·¥¥ª. �²® ®¡±²®¿²¥«¼±²¢® ¢»£®¤®

®²«¨· ¥² ¯°¥¤« £ ¥¬»© ¬¥²®¤ ®² ¬¥²®¤  [4], ª®²®°»© ¢ § ¤ · µ ±

¯®¤¢¨¦»¬¨ £° ¨¶ ¬¨ ¬®¦¥² ¤ ¢ ²¼ ±¨«¼® ¥¤®¨²¥°¨°®¢ »¥

±¥²ª¨ ¤ ¦¥ ¤«¿ ®¡« ±²¥© ¯°®±²®© ´®°¬», ª ª ½²® ¡»«® ¯°®¤¥¬®-

±²°¨°®¢ ® ¢® ¢¢¥¤¥¨¨ (±¬. ´¨£. 2).

�«¿ ³¬¥¼¸¥¨¿ ¢»·¨±«¨²¥«¼»µ § ²° ² ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¯°¥¤«®-

¦¥»¥ ¢ [7] ¨²¥° ¶¨¨   ¯®¤¬®¦¥±²¢¥ ³§«®¢, ¬¥¿¾¹¨¬±¿ ®² ¨²¥-

° ¶¨¨ ª ¨²¥° ¶¨¨. �»¤¥«¥¨¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢  ¡ §¨°³¥²±¿     «¨§¥

«®ª «¼®© ®²®±¨²¥«¼®© ¥¢¿§ª¨ ³° ¢¥¨© (6)

�ij = j~Rijj=(qijj~ri+1;j � ~rij j+ qi�1;jj~rij � ~ri�1;jj+ "�gij);

£¤¥ gij ¨¬¥¥² ²®² ¦¥ ¯®°¿¤®ª ¢¥«¨·¨», ·²® ¨ ±« £ ¥¬»¥, ¢µ®¤¿¹¨¥

¢ @I=@xij ¨ @I=@yij. �¤¥« »© ¢ [7] ¢»¡®° ¢¥«¨·¨» gij ®ª § «±¿

¥ ±®¢±¥¬ ³¤ ·»¬ ¨§-§  ®²±³²±²¢¨¿ ¨¢ °¨ ²®±²¨ ®²®±¨²¥«¼®

¯®¢®°®²  ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ² ¢ ¯«®±ª®±²¨ (x; y). �  ±²®¿¹¥© °¥ -

«¨§ ¶¨¨ gij ¿¢«¿¥²±¿ ² ª¨¬ ¨¢ °¨ ²®¬.

�¥°¥©¤¥¬ ª ®¯¨± ¨¾ ¢»¡®°  ¨²¥° ¶¨®®£® ¯ ° ¬¥²°  �ij . �

®²«¨·¨¥ ®² ¬¥²®¤  [4], £¤¥ ¨²¥° ¶¨®»© ¯ ° ¬¥²° ®¤¨ ¨ ²®² ¦¥

¤«¿ ¢±¥µ ³§«®¢, §¤¥±¼ ¤®¯³±ª ¾²±¿ ° §»¥ § ·¥¨¿ �ij ¤«¿ ° §»µ

³§«®¢. �²® ±¤¥« ® ¤«¿ ²®£®, ·²®¡» ¨¬¥²¼ ¢®§¬®¦®±²¼ ¢»¯®«¿²¼
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° ±·¥² ¯¥°¢»µ ¥±ª®«¼ª¨µ ¨²¥° ¶¨© ± �ij = 1 ¢ ²¥µ ¯®¤®¡« ±²¿µ, £¤¥

´³ª¶¨¿ ª¢ §¨®¤®¬¥°»µ ±¥²®ª Q(G) ¬®£® ¡®«¼¸¥ °¥£³«¿°¨§¨°³-

¾¹¥© ¤®¡ ¢ª¨, ¨ ®¤®¢°¥¬¥® ¨¬¥²¼ ¢®§¬®¦®±²¼ ³¬¥¼¸ ²¼ �ij ¢

²¥µ ³§« µ, £¤¥ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥ �ij = 1 ¬®¦¥² ¯°¨¢®¤¨²¼ ª ¢»µ®¤³ § 

£° ¨¶³ ¬®¦¥±²¢  D.

�  ±²®¿¹¥© °¥ «¨§ ¶¨¨ ¨²¥° ¶¨®»© ¯ ° ¬¥²° ¨¬¥¥² ¢¨¤

�ij = � 0ij� . � ° ¬¥²° � 0ij ¢»¡¨° ¥²±¿ ² ª, ·²®¡» ¥ ¤®¯³±²¨²¼ ¢»-

µ®¤  §  £° ¨¶³ ¬®¦¥±²¢  D. �±®, ·²® ² ª®© ¢»µ®¤ ¿¢«¿¥²±¿

´ ² «¼»¬ ¤«¿ ¨²¥° ¶¨®®£® ¯°®¶¥±±  ¨§-§   «¨·¨¿ ²®£® ¦¥ ¡¥±-

ª®¥·®£® ¡ °¼¥°  ¬¨¨¬¨§¨°³¥¬®© ´³ª¶¨¨   £° ¨¶¥ D. �®¯®«-

¨²¥«¼»© ±ª «¿°»© ¯ ° ¬¥²° �   ¥±ª®«¼ª¨µ ¯¥°¢»µ ¨²¥° ¶¨¿µ

¯®« £ ¥²±¿ ° ¢»¬ 1, ·²®¡» ®¡¥±¯¥·¨²¼ ¡»±²°³¾ ±µ®¤¨¬®±²¼ ¢ ²¥µ

¯®¤®¡« ±²¿µ, £¤¥ Q(G) � "�I(G). � °¥§³«¼² ²¥, ª ª ¯° ¢¨«®,  «-

£®°¨²¬ [7] § ·¨²¥«¼® ³¬¥¼¸ ¥² ·¨±«® ³§«®¢ ¢ ¯®¤¬®¦¥±²¢¥,  

ª®²®°®¬ ¢»¯®«¿¾²±¿ ¨²¥° ¶¨¨. � «¥¥ ¯ ° ¬¥²° �  ·¨ ¥² ¢»¡¨-

° ²¼±¿ ² ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ [4], ¯® ¢®§¬®¦®±²¨ ³¬¥¼¸ ¿ ±³¬¬ °³¾

ª¢ ¤° ²¨·³¾ ¥¢¿§ª³ ³° ¢¥¨© (6)   ®·¥°¥¤®¬ ¯®¤¬®¦¥±²¢¥

³§«®¢ ± ¯®¬®¹¼¾ ¬¥²®¤  ¯ ° ¡®«.

�°¨¬¥¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨©  «£®°¨²¬ ¢»¡®°  ¯ ° ¬¥²°  � 0ij . � -

· «¥ ¯®« £ ¥²±¿ � 0ij = 1 ¤«¿ ¢±¥µ ³§«®¢. � ²¥¬ ¢»¯®«¿¥²±¿ ¯°®¢¥°-

ª  ¿·¥¥ª   ¢»¯³ª«®±²¼, ¨ ¥±«¨ ¯«®¹ ¤¼ ª ª®£®-«¨¡® ²°¥³£®«¼¨ª 

¿·¥©ª¨ ®²°¨¶ ²¥«¼ , ¯ ° ¬¥²° � 0ij ¢ ²°¥µ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ³§« µ

³¬¥¼¸ ¥²±¿ ¢ ¤¢  ° § . �°®¶¥±± ³¬¥¼¸¥¨¿ ¯ ° ¬¥²°®¢ § ª -

·¨¢ ¥²±¿, ¥±«¨ ®·¥°¥¤ ¿ ¯°®¢¥°ª  ¢±¥µ ¿·¥¥ª   ¢»¯³ª«®±²¼ ¤ ¥²

¯®«®¦¨²¥«¼»© °¥§³«¼² ². �  ¯° ª²¨ª¥ ³¬¥¼¸¥¨¥ ¯ ° ¬¥²°  � 0ij
 ¡«¾¤ ¥²±¿ ²®«¼ª®   ¯¥°¢»µ ¨²¥° ¶¨¿µ ¢ ±«³· ¥ ¡«¨§®±²¨  · «¼-

®© ±¥²ª¨ G0 ª £° ¨¶¥ ¬®¦¥±²¢  D.

4. ���������� ��������

�°¥¤« £ ¥¬»© ±¥²®·»© £¥¥° ²®° ¯°¨¬¥¿«±¿ ¢ ° ±·¥² µ £¨-

¤°®¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ²¥·¥¨© ± ¯®¤¢¨¦»¬¨ £° ¨¶ ¬¨ ° §¤¥«  ±°¥¤,

ª®²®°»¥ ¢»¤¥«¿«¨±¼ ¿¢® ¢ ¢¨¤¥ ¥ª®²®°»µ «¨¨© ±¥²ª¨. �¥°¢®-

 · «¼® £° ¨¶» ° §¤¥«  ¡»«¨ ¯®·²¨ ¯°¿¬»¬¨,   § ²¥¬   ®¤®©
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¨§ £° ¨¶ ¢ ¯°®¶¥±±¥ ¥¥ ¤¢¨¦¥¨¿ ¢®§¨ª «¨ ®¤¨ ¨«¨ ¥±ª®«¼ª®

"¿§»ª®¢" (±¬. ´¨£. 1). � ¥¥ ¯°¨ °¥¸¥¨¨ ² ª¨µ § ¤ · ¯°¨¬¥-

¿«±¿ ¬¥²®¤ [4]. �°¥¤« £ ¥¬»© ¬¥²®¤ ¯° ª²¨·¥±ª¨ ±¿« ¯°®¡«¥¬³

¥¤®¨²¥°¨°®¢ ®±²¨ ±¥²ª¨ ¯°¨ ¤¢¨¦¥¨¨ £° ¨¶, ¯°®¨««¾±²°¨°®-

¢ ³¾ ¢® ¢¢¥¤¥¨¨   ´¨£. 2.

�°¥¤« £ ¥¬»© ¬¥²®¤ ¯®§¢®«¨« ±³¹¥±²¢¥® ³¢¥«¨·¨²¼ ²®·®±²¼

° ±·¥²  § ¤ ·¨ ® ¥³±²®©·¨¢®±²¨ £° ¨¶» ° §¤¥«  ±°¥¤, ¨§ ª®²®°®©

¢§¿² ¯°¨¬¥° ®¡« ±²¨   ´¨£. 1. �  ´¨£. 3 ¯®ª §  ´° £¬¥² ±¥²ª¨

¤«¿ ½²®© ®¡« ±²¨, ¯®«³·¥®©  ±²®¿¹¨¬ ¬¥²®¤®¬ ¯°¨ " = 10�2 ¨

10�3. �¨¨¨ ±¥²ª¨ j =const  ¯° ¢«¥» ®² ¨¦¥© £° ¨¶» ®¡« ±²¨

ª ¢¥°µ¥©. � ª ¢¨¤® ¨§ ±° ¢¥¨¿ ± ±¥²ª®©   ´¨£. 1, ¯®«³·¥®©

¬¥²®¤®¬ [4], ¯°¥¤« £ ¥¬»© ¬¥²®¤ "¢²¿³«" ±¥²ª³ ¢³²°¼ ¿§»ª®¢,

±®µ° ¨¢ ¯°¨ ½²®¬ ¢»¯³ª«®±²¼ ¢±¥µ ¿·¥¥ª.

�¬¥¼¸¥¨¥ ", ª ª ¨ ±«¥¤®¢ «® ®¦¨¤ ²¼, ¯°¨¢®¤¨² ª ±¯°¿¬«¥¨¾

«¨¨© j =const. � ¤ ®¬ ±«³· ¥ ½²® ³µ³¤¸ ¥² ª ·¥±²¢® ±¥²ª¨, ¯®-

±ª®«¼ª³ ³¬¥¼¸ ¾²±¿ ° §¬¥°»  ¨¡®«¥¥ ¬¥«ª¨µ ¿·¥¥ª. �«¿ ª ¦¤®©

ª®ª°¥²®© § ¤ ·¨ ° §³¬»© ¢»¡®° ¯ ° ¬¥²°  " ±ª®°¥¥ ¢±¥£® ¥ ¡³-

¤¥² ²°³¤®© ¯°®¡«¥¬®©, ¢® ¢±¿ª®¬ ±«³· ¥ ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ¢»¡®°®¬

³¯° ¢«¿¾¹¥© ´³ª¶¨¨ ¢ ¬¥²®¤¥ [4].

5. �������������� ���������

�²¬¥²¨¬ ²® ®·¥¢¨¤®¥ ®¡±²®¿²¥«¼±²¢®, ·²® ¤ »© ¬¥²®¤ ¥

¯°¥²¥¤³¥²   ³¨¢¥°± «¼®±²¼. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ª¢ §¨®¤®¬¥° ¿

±¥²ª  (2) ¯®·²¨ ¥ ·³¢±²¢¨²¥«¼  ª ¤¥´®°¬ ¶¨¿¬ £° ¨·»µ «¨¨©

j = 0 ¨ j = M , ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ¤¥´®°¬ ¶¨© ¤¢³µ ¤°³£¨µ £° ¨·»µ

«¨¨© i = 0 ¨ i = N . �®½²®¬³ ¤ »© ¬¥²®¤ ¨¬¥¥² ±¬»±« ¯°¨¬¥¿²¼

¢ § ¤ · µ, £¤¥ ±³¹¥±²¢¥®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¯®¤¢¥°£ ¾²±¿ «¨¡® ®¤ 

£° ¨¶ , «¨¡® ¤¢¥ ¯°®²¨¢®¯®«®¦»¥, ¯°¨·¥¬ «¨¨¨ j =const ¤®«¦»

¨±µ®¤¨²¼ ¨§ ¤¥´®°¬¨°³¥¬»µ £° ¨¶.

� ª ·¥±²¢¥ ¯¥°±¯¥ª²¨¢» ¤«¿ ±®§¤ ¨¿ ³¨¢¥°± «¼®£® ±¥²®·®£®

£¥¥° ²®°  ³ª ¦¥¬   ¢®§¬®¦®±²¼ ¤®¡ ¢«¥¨¿ ¢ ´³ª¶¨¾ (5) ¬¨-

¨¬¨§¨°³¥¬®© ´³ª¶¨¨ ª¢ §¨®¤®¬¥°»µ ±¥²®ª ¢¤®«¼ «¨¨© ¤°³£®-

£® ±¥¬¥©±²¢  i =const. � °¥§³«¼² ²¥, ¯°¨ " = 0 ¯®«³·¨²±¿ ¯°®±²®©
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�¨£. 3: �° £¬¥² ±¥²ª¨, ¯®«³·¥®©  ±²®¿¹¨¬ ¬¥²®¤®¬: a | " = 10�2, b |

10�3.
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½««¨¯²¨·¥±ª¨© ±¥²®·»© £¥¥° ²®° ± ¥¡®«¼¸®© ®¡« ±²¼¾ ¯°¨¬¥¨-

¬®±²¨. �«¥¤³¥², ®¤ ª®, ®²¬¥²¨²¼, ·²® ¤«¿ § ¤ · ²¨¯  ¯®ª § ®©

  ´¨£. 1 ² ª®© ³¨¢¥°± «¼»© £¥¥° ²®° ¥ ±¬®¦¥² ª®ª³°¨°®¢ ²¼

± ¯°¥¤« £ ¥¬»¬ ¢  ±²®¿¹¥© ° ¡®²¥ ¨§-§  ¥¨§¡¥¦®£® ³¢¥«¨·¥¨¿

®¡º¥¬  ¢»·¨±«¥¨© ¡¥§ § ¬¥²®£® ³«³·¸¥¨¿ ª ·¥±²¢  ±¥²®ª.
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