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О P- И F-ДЕКОМПОЗИЦИЯХ Σ-ОБЪЕКТОВ

Ю.Н. ПAВЛОВСКИЙ

1. Пусть G ⊂ E, Q - отношение эквивалентности на E, (Ei)i∈I

- семейство множеств, (fi: E → Ei)i∈I ((fi : Ei → E)i∈I) - семей-

ство отображений. Вводятся следующие обозначения: ωGE:G → E -

каноническая инъекция (ωGE(g)=g), EQ = E/Q, xQ - содержащий x

класс эквивалентности по Q, πQX :E → EQ -каноническая проекция

(πQE(x)=xQ),
∏d

i∈I Ei - декартово произведение, pri:
∏d

i∈I Ei → Ei - i-ая

каноническая проекция,
∑c

i∈I Ei — свободная сумма (т.е.
⋃
i∈I(E×i{i}),

ji: Ei →
∑c

i∈I Ei - i-ая каноническая инъекция, Qf отношение экви-

валентности, ассоциированное с отображением f , ×i∈Ifi (+i∈I fi) -

отображение из E в
∏p

i∈I Ei (из
∑c

i∈I Ei в E), определенное формулой

×i∈Ifi(x) = (i, fi(x))i∈I (+i∈I fi(x, i) = fi(x)).

Пусть Σ - род структуры в бурбаковской формальной системе B,

более сильной, чем бурбаковская ”теория множеств” [1] - M терм в

B, задающий M -морфизмы, B′ - бурбаковская формальная система

более сильная, чем B. Пара термов (E,τ) системы B′ называется Σ-

объектом в B′, если τ - структура рода Σ на E. Здесь, как и в [2],

теория категорий не используется, однако, совокупность (B,Σ,M ,B′)

именуется категорией.

Исходным пунктом выполняемых построений является следующая

перефразировка определений начальной и финальной структур на E

относительно семейства ((Ei,τi),fi)i∈I [1].

О п р е д е л е н и е 1. Пусть (Ei,τi)i∈I - семейство Σ-объектов, (E,τ)
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- Σ-объект, (fi : Ei → E)i∈I
(
(fi : E → Ei)i∈I

)
- семейство отображений.

Если имеет место ( ∀ i)(fi есть морфизм) и для любого Σ-объекта

(E ′,τ ′) и любого отображения g:E → E ′ (g : E ′ → E), соотношение

( ∀ i)(i ∈ I ⇒ ”g ◦ fi (fi ◦ g) есть морфизм”) влечет соотношение

”g есть морфизм”, то говорят, что семейство ((Ei,τi),fi)i∈I является P -

декомпозицией (F - декомпозицией) объекта (для) (E,τ), или что объект

(E,τ) допускает P - декомпозицию F - декомпозицию ((Ei,τi),fi)i∈I .

Если множество I конечно, то декомпозиция называется конечной.

Декомпозиция ((Ei,τi),fi)i∈I для (E,τ) называется тривиальной, если

существует такое i, что fi есть изоморфизм.

З а м е ч а н и е . Здесь и далее, если в формулировке определения

и утверждения не указывается вид декомпозиции (P - или F -), то это

определение и утверждение в равной мере касается декомпозиций обоих

видов.

Основанием для ”декомпозиционной” трактовки начальной и фи-

нальной структур является то, что Σ-объект (E,τ) восстанавливается

по своей декомпозииции ((Ei,τi),fi)i∈I единственным образом [1], а так-

же установленное в [1] следующее

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть (E,τ) - Σ-объект, (Gj,ωj)j∈J , (Ei,τi)i∈I

семейства Σ-объектов, J - фактор-множество множества I, π:I → J -

каноническая проекция, (hj:Gj → E)j∈J , (gji:Ei → Gj)j∈J,i∈j, (fi: Ei →

E)i∈I , (hj:E → Gj)j∈J ,(gji:Gj → Ei)j∈J,i∈j, (fi: E → Ei)i∈I- семейства

отображений, такие, что семейство (Ei,τi)i∈I ”пропускается” через се-

мейство (Gj,ωj)j∈J , т.е. ( ∀ i)(fi = hπ(i)◦gπ(i),i).
(
( ∀ i) fi = gπ(i),i ◦ hpi(i))

)
.

Пусть для всякого j ((Ei,τi),gij)i∈j есть P -декомпозиция ( F - декомпо-
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зиция) объекта (Gj,ωj). Тогда эквивалентны условия: ”((Gj,ωj),hj)j∈J

есть декомпозиция для (E,τ)” и ”((Ei,τi),fi)i∈I есть декомпозиция для

(E,τ)”.

Кроме того, основанием для декомпозиционной трактовки началь-

ной и финальной структур являются также следующие факты, выра-

жаемые предложениями 2 - 7.

П р е д л о ж е н и е 2. Если ((Ei,τi),fi)i∈I - P - декомпозиция (F -

декомпозиция) для (E,τ), и a: E → E ′ (a : E ′ → E) - изоморфизм (E,τ)

на (E ′,τ ′) ((E ′, τ ′)на(E, τ)), то ((Ei,τi),(a ◦ fi))i∈I (((Ei, τi), (fi ◦ a))i∈I) -

P - декомпозиция (F - декомпозиция) для (E ′,τ ′).

П р е д л о ж е н и е 3. Пусть (E,τ) - Σ-объект, (Gj,ωj)j∈J ,

(Ei,τi)i∈I семейства Σ-объектов, J - фактор-множество множества I,

π:I → J - каноническая проекция, (hj:Gj → E)j∈J , (gji:Ei → Gj)j∈J,i∈j,

(fi: Ei → E)i∈I , hj:E → Gj)j∈J , (gji:Gj → Ei)j∈J,i∈j, (fi: E → Ei)i∈I-

семейства отображений, такие, что семейство (Ei,τi)i∈I ”пропускается”

через семейство (Gj,ωj)j∈J . Пусть hj,gji,fi - морфизмы и ((Ei,τi),fi)i∈I

является P - декомпозицией (F - декомпозицией) для (E,τ). Тогда

((Gj,ωj)j∈J ,hj) является P - декомпозицией (F - декомпозицией) для

(E,τ).

Определения P - и F -объектов, декартова произведения и свободной

суммы [1,2] связанны с частными случаями F - и P -декомпозиций.

О п р е д е л е н и е 2. Пусть (Ei,τi)i∈I - семейство Σ-объектов, (E,τ)

- Σ-объект. Если
∑c

i∈I Ei(
∏d

i∈I Ei) можно снабдить структурой τ
c(τ d)

так, что ((Ei,τi),ji))i∈I (((Ei, τi), pri)) есть P -декомпозиция (F - деком-

позиция) для (
∑c

i∈I Ei,τ
c) ((

∏d
i∈I Ei,τ

d)), то (
∑c

i∈I Ei,τ
c) ((

∏d
i∈I Ei,τ

d))
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называется свободной суммой (декартовым произведением) семейства

(Ei,τi)i∈I . Объект (E,τ), изоморфный объекту (
∏d

i∈I Ei,τ
d) (
∑c

i∈I Ei,τ
c))

называться допускающим декомпозицию на декартово произведение

(свободную сумму). Объект, который не допускает нетривиальной де-

композиции (см. определение 1) на декартово произведение (свободную

сумму), называется DP -простым (CC-простым). Если G ⊂ E (Q - от-

ношение эквивалентности на E) и ((E,τ),ωGE) - F -декомпозиция объек-

та (G,σ) (((E, τ), πQE) — P - декомпозиция объекта (EQ, τQ)), то (G,σ)

((EQ, τQ)) называется P -объектом ( F - объектом). Объект, не имею-

щий нетривиальных P -объектов (F -объектов), называется P -простым

(F -простым).

П р е д л о ж е н и е 4. Если (E,τ) допускает F - декомпози-

цию (P - декомпозицию) ((Ei,τi),fi)i∈I и существует декартово про-

изведение (
∏d

i∈I Ei,τ
d) (свободная сумма (

∑c
i∈I Ei,τ

c)), то (E,τ) до-

пускает F - декомпозицию ((
∏d

i∈I Ei,τ
d),×i∈Ifi) (P - декомпозицию

(
∑c

i∈I Ei,τ
c),+i∈I fi). Если ×i∈Ifi инъективно (+i∈I fi сюръективно), то

(E,τ) изоморфен P - объекту объекта (
∏d

i∈I Ei,τ
d) (F - объекту объекта

(
∑c

i∈I Ei,τ
c)).

О п р е д е л е н и е 3. Декомпозиция ((Gj,ωj),hj)j∈J объекта (E,τ)

называется более простой, чем декомпозиция ((Ei,τi),fi)i∈I , если для

всякого j из J существует i из I, такое, что ((Gj,ωj),hj) = ((Ei,τi),fi)i∈I .

О п р е д е л е н и е 4. Пусть (E,τ), (E ′,τ ′) - Σ-объекты, f : E → E ′ -

морфизм, f = ωf ◦ bf ◦ πf - каноническая декомпозиция f на проекцию,

биекцию и инъекцию. Если на EQf существует фактор-структура τQ

структуры τ , а на f(E) существует подструктура τ̃ ′ структуры τ ′, то
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f называется PF - морфизмом. Категория, все морфизмы которой суть

PF -морфизмы, называется PF -категорией. Если f - PF -морфизм и bf

является изоморфизмом (EQf ,τQf) на (f(E),τ̃ ′), то f называется HPF

- морфизмом. Категория, все морфизмы которой суть HPF -морфизмы,

называется HPF -категорией.

П р е д л о ж е н и е 5. Пусть P - декомпозиция (F - декомпозиция)

((Ei,τi),fi)i∈I для (E,τ) такова, что все fi являются PF - морфизма-

ми. Тогда (E,τ) допускает P - декомпозицию ((fi(Ei),τPi),ωi)i∈I , где

(fi(Ei),τPi) - P - объекты объекта (E,τ), ωi - канонические инъекции (F

- декомпозицию ((EQi,τQi),πi)i∈I , где (EQi,τQi) - фактор-объекты объек-

та (E,τ), Qi - отношения эквивалентности, ассоциированные с fi, πi -

канонические проекции.

П р е д л о ж е н и е 6. В HPF -категориях со свободной суммой

если у объекта (E,τ) существует такое семейство (EPi,τPi)i∈I его P -

объектов, что отображение +i∈I ωi, где ωi - канонические инъекции,

сюръективно, то (E,τ) допускает P -декомпозицию ((EPi,τPi),ωi)i∈I , а

также P -декомпозицию ((
∑c

i∈I EPi,τ
c),+i∈I ωi). Объект (E,τ) тогда

изоморфен фактор-объекту (EQ,τQ) объекта (
∑c

i∈I EPi,τ
c) по отноше-

нию Q, ассоциированному с +i∈I ωi и для всякого i имеет место +i∈I ωi◦

ji(EPi) = EPi. В HPF -категориях с декартовым произведением если у

объекта (E,τ) существует такое семейство (EQi,τQi)i∈I его F -объектов,

что отображение ×i∈Iπi, где πi - канонические проекции, инъектив-

но, то этот объект допускает F -декомпозицию ((EQi,τQi),πi)i∈I , а так-

же F -декомпозицию ((
∏d

i∈I EQi,τ
d
Q),×i∈Iπi). Объект (E,τ) тогда изомор-

фен подобъекту (×i∈Iπi(E),τP ) декартова произведения (
∏d

i∈I EQi,τ
d
Q) и
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pri(×i∈Iπi(E)= EQi.

П р е д л о ж е н и е 7. В HPF -категориях с декартовым

произведением с любым семейством F -объектов (EQi,τQi)i∈I объекта

(E,τ) можно ассоциировать такой его F -объект (EQ,τQ), что семейство

(EQi,τQi)i∈I является также семейством F -объектов объекта (EQ,τQ) и

(EQ,τQ) допускает F -декомпозицию ((EQi,τQi),πi)i∈I , где πi:EQ → EQi.

Двойственное утверждение имеет место для HPF -категорий со

свободной суммой.

П р м е р ы 1). Категория T топологических пространств, где

структура τ на множестве E определяется как множество откры-

тых множеств, с непрерывными отображениями в качестве морфиз-

мов, является PF -категорией, но не HPF -категорией. Пусть (E,τ)

- топологическое пространство. В категории T со всяким семей-

ством (Gi)i∈I открытых множеств, покрывающих E, ассоциирует-

ся P -декомпозиция ((Gi,τGi),ωGiE)i∈I , называемая далее ”открытой P -

декомпозицией”. Отделимое топологическое пространство, такое, что

для всякой его открытой P -декомпозиции существует более простая

конечная P -декомпозиция, принято называть компактным. Топологи-

ческое пространство, которое не имеет нетривиальных открытых де-

композиций на свободную сумму, принято называть связным.

2). В HPF -категории MAP, объекты которой - отображения f :X →

Y абстрактных множеств, а морфизмом отображения f в f ′ считает-

ся пара отображений (mX ,mY ), такая, что mY ◦ f = f ′◦mX , для того,

чтобы отображение f :X → Y допускало P -декомпозицию, необходимо

и достаточно, чтобы существовало семейство (fPi :XPi → YPi)i∈I его
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подобъектов, такое, что отображение +i∈I ωXi было сюръективно, где

(ωXi:XPi → X)i∈I - семейство соответствующих канонических инъек-

ций. Для того, чтобы отображение f допускало F -декомпозицию, не-

обходимо и достаточно, чтобы существовало семейство (fQi : XQi →

YQi)i∈I его фактор-объектов, такое, что отображение ×i∈IπY i было инъ-

ективно, где (πY i:Y → YQi)i∈I - семейство соответствующих канониче-

ских проекций.

3). В теории групп предложение 7 трансформируется для в теорему

Ремака [3].
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