
УДК 519.24

АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ЗАДАЧИ

ПРИБЛИЖЕННОЙ ДЕКОМПОЗИЦИИ УПРАВЛЯЕМЫХ

ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ

t. g. sMIRNOWA

В настоящей статье проблема приближенной декомпозиции упра-

вляемой динамической системы (УДС) рассматривается как задача по-

строения УДС, которая аппроксимирует исходную систему и допускает

полную декомпозицию. Определение полной декомпозиции УДС приве-

дено в [1,2]. Получены условия, позволяющие в некоторых случаях кон-

структивно построить аппроксимирующую УДС. Понятие приближен-

ной декомпозиции можно рассматривать с формальной точки зрения,

используя методы нестандартного анализа [1,3] и теорию математиче-

ских структур Н.Бурбаки [1,2]. Так же, как и в случае неполной фак-

торизации [5], это дает возможность рассматривать УДС как объект

некоторой категории, морфизмами в которой являются отображения

фазовых пространств и множеств управления.

Рассмотрим УДС

dyi/dt = f i(y1, ..., yn, u1, ...ur), i = 1, 2, ..., n, (1)

где правые части уравнений при каждом фиксированном u из множе-

ства U ⊂ R
r определены в не зависящей от u связной области M ⊂ R

n

и являются гладкими; при каждом фиксированном y ∈ M правые ча-

сти (1) непрерывны по u. Решением системы (1) будет называться сово-

купность (y∗(t), u∗(t)) функций, где y∗(t) — кусочно-дифференцируемы,
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u∗(t) — кусочно непрерывны, y∗(t) ∈ M , u∗(t) ∈ U , обращающих (1)

в тождество по t. Управление u∗(t), фигурирующее в каком-либо ре-

шении, называется допустимым, множество допустимых управлений

обозначается через U.

Определение 1 . bUDEM GOWORITX, ^TO SISTEMA (1) DOPUSKAET PRI-

BLIVENNU@ DEKOMPOZICI@ (ε-DEKOMPOZICI@) PORQDKA (n−m), ESLI SU-

]ESTWUET NEWYROVDENNAQ ZAMENA PEREMENNYH z = (z1, ..., zn)

zk = Ik(y), k = 1, 2, ..., n, (2)

TAKAQ ^TO NORMA L@BOGO WEKTORA grad Ik(y), k = 1, 2, ..., n, RAWNA 1,

‖grad Ik(y)‖ = 1, k = 1, ...2, n, (3)

I SISTEMA (1) MOVET BYTX PREDSTAWLENA W WIDE

dzk/dt = φk(z1, ..., zm, u) + εξk(z1, ..., zm, u), k = 1, 2, ..., m. (4)

dzm+a/dt = φm+a(z1, ..., zn, u), a = 1, 2, ..., n−m, (5)

GDE FUNKCII ξk TAKOWY, ^TO NORMA L@BOGO WEKTORA grad ξk(z, u), k =

1, 2, ...,m, NE PREWOSHODIT 1,

‖grad ξk(z, u)‖ ≤ 1, k = 1, ...2,m. (6)

При ε = 0 система (4) имеет вид

dzk/dt = φk(z1, ..., zm, u), k = 1, 2, ..., m. (7)

В этом случае система (7) является замкнутой, и это означает, что

система (1) допускает полную (иерархическую) декомпозицию [1].

Сформулированные ниже предложения 1 и 2 представляют собой

необходимые и достаточные условия ε-декомпозиции и приводятся

без доказательства (доказательство аналогично приведенному в [5]

доказательству условий неполной декомпозиции).
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Предложение 1 (NEOBHODIMYE USLOWIQ)

pUSTX SISTEMA (1) DOPUSKAET ε-DEKOMPOZICI@ PORQDKA n − m.

tOGDA SU]ESTWUET POLNAQ SISTEMA LINEJNO NESWQZANNYH OPERATOROW

Za = bia(y)/∂yi, a = 1, ..., n−m, i = 1, ..., n, (8)

TAKAQ, ^TO

‖bα‖ = 1, bα = (b1α, ..., b
n
α), α = 1, 2, ..., n−m, (9)

I WYPOLNQETSQ SOOTNO[ENIE

(X0, Zα) = Hσ
α(y, u)Zσ + hα, α, σ = 1, ..., n−m, (10)

GDE X0 = f i(y, u)/∂yi, PO POWTORQ@]EMUSQ INDEKSU PROIZWODITSQ

SUMMIROWANIE, A (X0, Zα) — KOMMUTATOR OPERATOROW X0 I Zα,

hα = aiα(y, u)/∂yi, i = 1, ..., n, (11)

‖aα‖ ≤ (ε(n−m)
√
mC)/

√
λ0, α = 1, 2, ..., n−m, (12)

C = max | ∂ξk/∂zm+l |, k = 1, ...m, l = 1, ..., n−m, (13)

A λ0 ESTX OCENKA MINIMALXNOGO HARAKTERISTI^ESKOGO ^ISLA MATRICY

gRAMA OT WEKTOROW

gk = (∂Ik/∂y1, ..., ∂Ik/∂yn), k = 1, ...,m, (14)

FUNKCII ξk WHODQT W PRAWYE ^ASTI URAWNENIJ (4).

Предложение 2 (DOSTATO^NYE USLOWIQ)

pUSTX SU]ESTWUET POLNAQ SISTEMA OPERATOROW WIDA (8) , UDOWLE-

TWORQ@]AQ USLOWIQM (10), (11), PRI^EM

‖aα‖ ≤ δ, α = 1, 2, ..., n−m. (15)
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pUSTX ŷ = (ym+1, ..., yn), ŷ ∈ D2, PRI^EM MNOVESTWO D2 QWLQETSQ

WYPUKLYM I d — EGO DIAMETR. tOGDA SISTEMA (1) DOPUSKAET ε-

DEKOMPOZICI@ PORQDKA n − m, PRI^EM PERWYE m FUNKCIJ IZ (2)

QWLQ@TSQ KORNQMI OPERATOROW (8);

ε = (δ(n−m)3/2dV )/
√
ν, (16)

GDE ν — OCENKA MINIMALXNOGO HARAKTERISTI^ESKOGO ^ISLA MATRICY

gRAMA OT WEKTOROW (9), V — OCENKA DLINY STOLBCOW MATRICY Φ−1,

GDE Φ ESTX MATRICA qKOBI PREOBRAZOWANIQ:

zk = Ik(y), k = 1, ...,m, zm+a = ym+a, a = 1, ..., n−m. (17)

Итак, если удалось приближенно решить операторное уравнение

(X0, Zα) = Hσ
α(y, u)Zσ, α, σ = 1, ..., n−m, (18)

с некоторой точностью, определяемой малой величиной δ, и найти

операторы Zα, α = 1, ..., n−m, то набор из функционально независимых

корней этой системы операторов даст первые m функций замены

переменных, с помощью которой удается осуществить ε-декомпозицию

системы (1), причем для ε получена оценка (ε = δK, гдеK — некоторая

константа, определяемая условиями задачи).

Предполагается, что норма функции ξj(z, u) определена как макси-

мум модуля в области определения переменных z, u, норма векторной

функции grad I i(y) определена как максимум модуля вектора в области

определения переменных y.

Таким образом, система (7), (5) является аппроксимирующей для

системы (4), (5). Пусть (ψ(t), u(t)) — решение системы (4), (5),

(ψ̂(t), u(t)) — решение системы (7), (5), проходящие через точку t0.

Тогда

| ψ(t)− ψ̂(t) |≤ εM, (19)
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где М — некоторая константа, определяемая условиями задачи.

Отсюда следует возможность приближенного решения сложной

УДС путем замены ее соответствующим образом подобранной прибли-

женной УДС, допускающей ε-декомпозицию.

Вопросы приближенной декомпозиции рассмотрены также в [2,5,6].

Заметим, что объекты, с которыми мы имеем дело в настоящей ста-

тье, могут рассматриваться как множества, снабженные структурой в

бурбаковском смысле [1,4], возможна также категорная интерпретация

приближенной факторизации УДС.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда

фундаментальных исследований (код проекта 99-01-00018).
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