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Введение

К настоящему времени в теории управления достаточно

полно и подробно изучены линейные управляемые системы, т. е.
системы вида

ẏ = Ay +Bu, y ∈ N ⊂ R
n, u ∈ R

r, (1)

где A и B — постоянные матрицы. Для линейных моделей раз-
работаны конструктивные алгоритмы решения многих практи-
ческих задач теории управления, таких как задачи терминаль-
ного, оптимального управления, и другие. Однако в практике
моделирования чисто линейные задачи встречаются довольно

редко. Нелинейные задачи для адекватного описания требуют
применения нелинейных управляемых систем, но они оказались
значительно более сложными математическими объектами, для
которых пока не найдено эффективных методов анализа. Поэто-
му эти модели до сих пор не нашли широкого применения при

решении сложных практических задач. Единственным методом
исследования нелинейных управляемых систем является попыт-
ка приведения их к линейному виду. Очевидно, что это можно
осуществить далеко не всегда.

В настоящей работе предпринята попытка проанализиро-
вать наиболее простые существенно нелинейные управляемые

системы, т. е. системы, которые не сводятся к линейным. Рас-
смотрим управляемые системы, правые части которых линейно
зависят от управлений

ẏ = f0(y) + f(y)u, y ∈ N ⊂ R
n, u ∈ R

r. (2)

Такие системы называются AFFINNYMI управляемыми систе-
мами. Среди одномерных и двумерных систем (2) (n = 1 или
n = 2) cущественно нелинейных систем нет. Они появляются
уже среди трехмерных (n = 3) управляемых систем. Именно
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исследованию этих управляемых систем посвящена настоящая

работа.
Для аффинных управляемых систем не существует общих

методов решения прикладных задач теории управления. Вы-
ходом из ситуации представляется нахождение преобразования,
которое бы приводило исходную систему к известной системе,
для которой поставленная задача уже решена. Но вполне веро-
ятна ситуация, когда невозможно свести конкретную управля-
емую систему к известным системам. Тогда для таких систем
актуальной является задача редукции системы к простому виду

и решения прикладных задач теории управления для редуциро-
ванной системы. При этом можно применять методы редукции,
приводящие к более простой модели, или методы, приводящие к
полностью эквивалентной модели более простого вида. Важные
результаты в этом направлении изложены в работах [1–5].

Основной целью настоящего исследования является приведе-
ние трехмерных аффинных управляемых систем к эквивалент-
ной системе максимально простого вида.

Согласно подходу, разработанному школой Ю.Н. Павлов-
ского [6–8], для формального определения понятия редукции
управляемую систему необходимо погрузить в категорию, од-
ним из объектов которой является исходная модель. В рамках
этой категории редукция основана на сопоставлении исходному

объекту изоморфного объекта, факторобъекта и подобъекта.
Чтобы определить категорию, для управляемых систем нуж-

но определить понятие морфизма. При этом стремятся, с одной
стороны, ввести морфизмы наиболее общего характера, чтобы
уменьшить число неизоморфных систем. С другой стороны, же-
лательно, чтобы существенные свойства управляемых систем,
такие как управляемость, устойчивость, оптимальность реше-
ний, сохранялись при морфизмах.

Удачным компромиссом между этими противоречивыми тре-
бованиями является категория AS (аффинные системы), введен-
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ная в работе [4, с. 5] В.И. Елкиным. Эта категория предоста-
вляет широкие возможности для редукции, тем не менее основ-
ные свойства управляемых систем при морфизмах сохраняются.
Объектами этой категории являются системы вида (2), а мор-
физмы определяются следующим образом. Рассмотрим наряду
с системой (2) некоторую другую управляемую систему

ẋ = g0(x) + g(x)v, x ∈M ⊂ R
m, u ∈ R

s. (2′)

Гладкое отображение ψ фазового пространства N системы (2) в
фазовое пространство M системы (2′) является морфизмом ка-
тегорииAS системы (2) в систему (2′), если оно переводит реше-
ния (фазовые траектории) системы (2) в решения системы (2′).
Решением, или фазовой траекторией управляемой системы (2)
называется гладкая функция y(t), для которой существует та-
кое управление u(t), что функции y(t), u(t) удовлетворяют (2).
Если морфизм ψ является изоморфизмом, то системы (2) и (2′)
эквивалентны в категории AS. Факторобъекты категории AS
называются факторсистемами, а подобъекты — подсистемами.

Эквивалентные системы образуют непересекающиеся клас-
сы эквивалентности категории AS. Для каждого такого класса
можно выбрать представителей наиболее простого вида, кото-
рые называются каноническими формами. Канонические формы
можно использовать в качестве простых управляемых систем, к
которым сводится исходная управляемая система при решении

прикладных задач теории управления.
Для аффинных управляемых систем задача классификации

(т. е. установление класса эквивалентности для всех управля-
емых систем и нахождение канонической формы для каждого

класса) не решена. Сейчас разработана классификация инво-
лютивных систем и управляемых систем с числом управлений

r = n − 1 [9]. В последнее время появились новые результа-
ты по классификации управляемых систем с числом управле-
ний r = n − 2 [10]. В книге представлены результаты автора
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по классификации трехмерных аффинных управляемых систем.
Определен новый тип управляемых систем (C-системы), для ко-
торых установлена классификация и определены канонические

формы.
Другим методом редукции является декомпозиция системы

на независимые части меньшей размерности.Методологической
основой декомпозиции является факторизация. Если управляе-
мая система (2) эквивалентна декомпозированной системе

ẋ = g0(x) + g(x)v, x ∈M ⊂ R
m, u ∈ R

s, (3, а)
ż = h0(x, z) + h(x, z)v, z ∈ P ⊂ R

n−m, (3, б)

то система (3, а) образует факторсистему системы (2) в катего-
рии AS. Таким образом, чтобы декомпозировать управляемую
систему на независимые части, нужно найти соответствующие
факторсистемы исходной системы. Декомпозиции управляемых
систем посвящен обзор [11].

При таком подходе к редукции основной проблемой является

поиск редуцированных объектов. Для этого в каждой катего-
рии используется свой математический аппарат. Его составля-
ют понятия, которые имеют инвариантный характер относи-
тельно морфизмов. В категории AS эффективным инструмен-
том анализа служит дифференциально-геометрическая теория
аффинных распределений и t-кораспределений. Эта теория раз-
работана В.И. Елкиным и изложена в учебных пособиях [12–14],
а также суммирована в монографии [4].

Другой инструмент, активно используемый в книге, методы
группового (симметрического) анализа и алгебр Ли [15–18]. Для
задач теории управления методы группового анализа применя-
лись в работах [4, 6, 19–25].

***

Скажем несколько слов о структуре и содержании моногра-
фии. Здесь изложены и обобщены результаты многолетних ис-
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следований автора по редукции трехмерных аффинных управ-
ляемых систем, опубликованные в работах [26–35]. Отметим,
что в книге широко используются дифференциально-геометри-
ческие методы теории управления, разработанные В.И. Елки-
ным в монографии [4].По сути данная книга является иллюстра-
цией применения этих общих методов для изучения трехмерных

аффинных управляемых систем.
Книга состоит из шести разделов. Первый раздел носит

справочный характер. В нем в соответствии с [4] собраны основ-
ные определения и термины, используемые на протяжении всего
исследования. Второй раздел посвящен проблеме классифика-
ции трехмерных аффинных управляемых систем. Здесь опреде-
лен новый тип управляемых систем (C-системы), для которого
полностью определена классификация. В третьем разделе рас-
сматриваются алгебры Ли, допускаемые трехмерными аффин-
ными управляемыми системами. В разделе доказана теорема,
что C-системы — это трехмерные аффинные управляемые сис-
темы, допускающие трехмерную алгебру Ли. В четвертом раз-
деле рассмотрены структуры допускаемых алгебр Ли. Пятый
раздел посвящен проблеме факторизации трехмерных аффин-
ных управляемых систем. Особое внимание уделено декомпози-
ции управляемых систем на независимые уравнения. В шестом
разделе для двух канонических C-систем рассмотрена задача

терминального управления. Показано, что возможность реше-
ния задачи терминального управления для C-систем напрямую
связана с возможностью их декомпозиции на независимые урав-
нения.

В заключение хочу выразить благодарность прежде всего

моему научному руководителю В.И. Елкину за его неоцени-
мую помощь в написании этой книги. Также хочу поблагода-
рить руководителя семинара ««Декомпозиция математических

моделей»» Вычислительного центра Российской академии наук

Ю.Н. Павловского, а также постоянных участников семинара

– 7 –



Г.Н. Яковенко, А.П. Крищенко, Т.Г. Смирнову, Л.Б. Коно-
валову за многочисленные обсуждения вопросов, затронутых в
книге.

1. Основные определения

В настоящем разделе согласно работе [4] вводятся основные
определения, математические методы и терминология, которые
будут использованы автором в монографии для исследования

трехмерных аффинных управляемых систем.

Категории аффинных управляемых систем. Чтобы

определить категорию, нужно задать множество объектов и
множество морфизмов. Объектами категории AS являются аф-
финные управляемые системы

ẏ = f0(y) +
r∑
j=1

fj(y)uj , y ∈ N ⊂ R
n, (1.1)

где N — фазовое пространство, являющееся областью, а f0 и

fj — гладкие векторные поля. rE[ENIEM, или FAZOWOJ TRAEK-
TORIEJ системы (1.1) называется непрерывная функция y(t),
для которой существуют такие кусочно-непрерывные управле-
ния uj(t), что функции y(t) и uj(t) удовлетворяют системе (1.1).

Гладкое отображение ψ(y) = x является MORFIZMOM катего-
рии AS системы (1.1) в систему

ẋ = g0(x) +
s∑
j=1

gj(x)vj , x ∈M ⊂ R
m, (1.1′)

если из того, что y(t) — решение системы (1.1) при некотором
управлении u(t), следует, что x(t) = ψ(y(t)) — решение систе-
мы (1.1′) при каком-то другом управлении v(t).
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Наряду с категорией AS часто рассматривают ее подкате-
горию ASP [4, с. 7]. Объектами категории ASP также являют-
ся аффинные управляемые системы, а морфизмы определяются
иначе. Гладкое преобразование ψ(y) = x является морфизмом
категории ASP системы (1.1) в систему (1.1′), если из того, что
y(t) — решение системы (1.1) при некотором управлении u(t),
следует, что x(t) = ψ(y(t)) — решение системы (1.1′) при этом
же управлении v(t) = u(t).

Если морфизм ψ является изоморфизмом, то системы (1.1)
и (1.1′) \KWIWALENTNY в категории AS. lOKALXNO \KWIWALENT-
NYMI в точках y0 ∈ N и x0 ∈ M называются системы (1.1)
и (1.1′), если существуют такие окрестности этих точек, что
системы (1.1) и (1.1′), будучи ограниченными на эти окрестно-
сти, эквивалентны. Все последующие рассуждения будут осно-
вываться именно на этом понятии эквивалентности.

Факторизация управляемых систем. Система (1.1′),
заданная на фактормножестве M = N/R (dimM = m) по не-
которому отношению эквивалентности R, называется FAKTOR-
SISTEMOJ системы (1.1), если каноническая проекция ψ : N →
N/R является морфизмом. fAKTOROB_EKTOM управляемой сис-
темы (1.1) называется пара, состоящая из системы (1.1′) и мор-
физма ψ, если морфизм ψ является сюръективным отображе-
нием. Следуя [4, с. 210], будем также считать, что морфизм ψ
является полным морфизмом и субмерсией.Морфизм ψ : N →M
является гладким отображением, задаваемым функционально

независимыми функциями ψk(y), k = 1,m, m 6 n. Функ-
ции ψk(y) в этом случае называются AGREGATAMI системы (1.1).

Если для системы (1.1) существует факторобъект (1.1′), то
будем говорить, что система (1.1) допускает FAKTORIZACI@
порядка n − m в категории AS. При n = m система (1.1)
эквивалентна факторсистеме (1.1′).

Говорят, что система (1.1) допускает LOKALXNU@ фактори-
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зацию в точке y0 ∈ N , если управляемая система, получаю-
щаяся ограничением системы (1.1) на некоторую окрестность

точки y0, допускает факторизацию. Все дальнейшие результа-
ты по факторизации относятся к локальной факторизации в не-
которой точке, при этом явное упоминание о локальности будет
опускаться.

Значение факторизации для редукции управляемых сис-
тем (1.1) заключается в том, что она порождает определенную
декомпозицию исходной системы. Точнее говоря, если у систе-
мы (1.1) существует факторсистема (1.1′), заданная на некото-
ром фактормножествеM = N/R, то система (1.1) эквивалентна
системе, состоящей из следующих уравнений:

ẋ = g0(x) +
s∑
j=1

gj(x)vj , x ∈M ⊂ R
m, (1.2, а)

ż = h0(x, z) +
s∑
j=1

hj(x, z)vj , z ∈ P ⊂ R
n−m. (1.2, б)

Из вида системы (1.2) следует, что любое решение x(t), z(t) этой
системы может быть получено следующим образом. Сначала
нужно найти решение факторсистемы (1.2, а), соответствующее
некоторому управлению v(t), а затем, после подстановки x(t)
в (1.2, б) найти z(t). На этом факте основана декомпозиция

алгоритмов решения задач управления.

Распределения и кораспределения. С управляемой сис-
темой (1.1) естественным образом связываются различные диф-
ференциально-геометрические объекты.

Любое семейство гладких векторных полей

S = {ξj =
n∑
i=1

ξij(y)
∂

∂yi
, j ∈ J},

– 10 –



задаваемое в области N ⊂ R
n, порождает в этой области

RASPREDELENIE ∆S , которое является отображением точки y ∈ N
в линейное подпространство, натянутое на векторные поля ξj(y)
касательного пространства TNy

∆S : y −→ span { ξj(y), j ∈ J }.

Так, векторные поля fj(y) =
∑n

i=1 f
i
j(y) ∂

∂yi
, j = 1, r, порождают

линейное подпространство LF (y) = span { fj(y), j = 1, r } каса-
тельного пространства TNy. Отображение, ставящее в соответ-
ствие каждой точке y фазового пространства N линейное под-
пространство LF (y), называется NAPRAWLQ@]IM распределени-
ем LF , ассоциируемым с аффинной управляемой системой (1.1).

Векторные поля fj(y) =
∑n

i=1 f
i
j(y) ∂

∂yi
, j = 0, r, порождают

аффинное подпространство F (y) = f0(y)+span { fj(y), j = 1, r }
касательного пространства TNy. Отображение F : y 7−→ F (y)
является уже не распределением, а AFFINNYM RASPREDELENIEM,
ассоциируемым с системой (1.1).

В дифференциальной геометрии известно, что для любого
распределения существует двойственный объект — кораспре-
деление. kORASPREDELENIEM Q в области N ⊂ R

n называется

отображение, ставящее в соответствие каждой точке y ∈ N ли-
нейное подпространство ковекторов Q(y) в кокасательном про-
странстве T ∗Ny. Величина dimQ(y) называется RANGOM Q в точ-
ке y ∈ N . Если dimQ(y) = m ∀y ∈ N , то Q называют REGU-
LQRNYM кораспределением ранга m и пишут просто dimQ = m.
Все встречающиеся в данной работе кораспределения предпола-
гаются регулярными. Для кораспределений Q1, Q2, заданных в
области N , на основе соответствующих понятий теории линей-
ных пространств определяются отношение включения Q1 ⊂ Q2,
а также операции суммы Q1 + Q2, прямой суммы Q1 ⊕ Q2 и

пересечения Q1 ∩Q2.
Кораспределение T ∗N , которое каждой точке y ∈ N ста-

вит в соответствие все кокасательное пространство T ∗Ny, на-
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зывается KOKASATELXNYM RASSLOENIEM (T ∗N : y → T ∗Ny). Ко-
распределение O, которое каждой точке y ∈ N ставит в соот-
ветствие множество, состоящее из одного нулевого ковектора
кокасательного пространства, называется NULEWYM кораспреде-
лением (O : y → {0} ⊂ T ∗Ny).

Кораспределение Q, как правило, задается с помощью семей-
ства форм Пфаффа

ωk =
n∑
i=1

ωki (y)dyi, k = 1,m, (1.3)

где ωki (y) — гладкие функции. Это означает, что для любой
точки y ∈ N линейное подпространство Q(y) является линейной
оболочкой ковекторов ωk = (ωk1 (y), . . . , ωkn(y)), k = 1,m. Также
говорят, что Q порождается системой Пфаффа

∑n
i=1 ω

k
i (y)dyi =

0, k = 1,m. Каждая такая система Пфаффа называется BAZISNOJ
для кораспределения Q. Базисные системы Пфаффа определены
локально и неоднозначно.

Гладкая функция Φ(y) называется INTEGRALOM кораспреде-
ления Q, если ( ∂Φ

∂y1
, . . . , ∂Φ

∂yn ) ∈ Q(y) ∀y ∈ N . Кораспределение Q
ранга m называется WPOLNE INTEGRIRUEMYM, если в окрестно-
сти каждой точки области N существует m функционально не-
зависимых интегралов кораспределения Q. Если сделать замену
координат xi = ϕi(y), i = 1, n, где первые m функций являются

интегралами кораспределения Q, то в новой системе координат
для Q существует базисная система Пфаффа вида

dx1 = 0,
· · ·

dxm = 0.
(1.4)

Для направляющего распределения LF управляемой систе-
мы (1.1) двойственным объектом является кораспределение L⊥F .
Оно порождается формами Пфаффа (1.3), которые анулируют
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векторные поля fj(y), т. е.

n∑
i=1

ωki f
i
j = 0, j = 1, r, k = 1, q, где q = n− r.

Для того чтобы определить двойственный объект для аф-
финного распределения, уравнения системы (1.1) умножим на dt
и исключим из них переменные u. Тогда получим систему

Пфаффа

n∑
i=1

ωki (y)dyi + ωkn+1(y)dt = 0, k = 1, q, (1.5)

где функции ωki (y) являются решениями уравнений

n∑
i=1

ωki f
i
0 + ωkn+1 = 0, k = 1, q,

n∑
i=1

ωki f
i
j = 0, j = 1, r, k = 1, q.

Про систему (1.5) будем говорить, что это управляемая систе-
ма (1.1), которая записана в двойственном виде.

Уравнения (1.5) можно считать базисной системой Пфаффа
кораспределения K, ассоциируемого с системой (1.1). Кораспре-
деление K определено в расширенной области N × R

1, но ком-
поненты системы Пфаффа (1.5) не зависят от переменной t, и
для них выполняется равенство

rank ‖ωki (y)‖k=1, q

i=1, n
= rank ‖ωki (y)‖k=1, q

i=1, n+1
. (1.6)

Кораспределения, порождаемые такими системами Пфаффа, на-
зываются t-KORASPREDELENIQMI. t-Кораспределение K является

двойственным объектом к аффинному распределению F : K =
F⊥.
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Если форма Пфаффа ω = (ω1, . . . , ωn, ωn+1) принадлежит
t-кораспределению K, то через ω обозначается ковектор ω =
(ω1, . . . , ωn) ∈ T ∗Ny. Множество ковекторов {ω, ω ∈ K} образу-
ет ,,обычное“ кораспределение K, которое является двойствен-
ным кораспределением к распределению LF : K = L⊥F . Кораспре-
деление K порождается системой Пфаффа

ωk =
n∑
i=1

ωki (y) dyi = 0, k = 1, q. (1.7)

Для любого ковектора ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ K существует та-
кой единственный ковектор ω′ = (ω1, . . . , ωn, ωn+1) ∈ K, для
которого верно равенство ω = ω′. Для любого кораспределе-
ния S ⊂ K обозначим через S′ кораспределение S′ = {ω′, ω ∈ S}.

Каждому t-кораспределению K, заданному в N×R
1, ставит-

ся в соответствие t-HARAKTERISTI^ESKOE кораспределение CtK,
заданное на множестве N . ЕслиK порождается системой Пфаф-
фа (1.5), то CtK порождается системой Пфаффа, состоящей из
уравнений (1.7) и уравнений

n∑
i=1

ωki[jω
1
j1 . . . ω

q
jq ]
dyi = 0, k = 1, q, (1.8)

1 6 j < j1 < · · · < jq 6 n+ 1.

Здесь

ωkij =
∂ωkj
∂yi
− ∂ωki
∂yj

, ωki,n+1 =
∂ωkn+1

∂yi
, i, j = 1, n,

а квадратные скобки означают, что произведено ALXTERNIRO-
WANIE по заключенным в них индексам. Эту операцию можно
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записать в виде формулы

ωki[jω
1
j1 . . . ω

q
jq ]

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ωkij ωkij1 . . . ωkijq
ω1
j ω1

j1
. . . ω1

jq
...

...
. . .

...
ωqj ωqj1 . . . ωqjq

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Система Пфаффа (1.7), (1.8) называется t-HARAKTERISTI^ESKOJ
для системы Пфаффа (1.5).

Отметим важное свойство t-характеристического кораспре-
деления. Оно вполне интегрируемое и поэтому имеет в соот-
ветствующей системе координат x1, . . . , xn базисную систему

Пфаффа вида (1.5), если dim CtK = m. Ранг CtK, называе-
мый классомK, является очень важной характеристикой t-кора-
спределения K. Он определяет минимальное число переменных,
от которых может зависеть базисная система Пфаффа t-кора-
спределения K. Таким образом, в упомянутой системе коорди-
нат x1, . . . , xn существует базисная система Пфаффа t-кораспре-
деления K вида

m∑
j=1

Ωk
j (x

1, . . . , xm)dxj + Ωk
n+1(x1, . . . , xm)dt = 0, (1.9)

k = 1, q, q = dimK,

и не существует системы координат, в которой имелась бы
базисная система Пфаффа t-кораспределения K, зависящая от
меньшего, чем m, числа координат.

Алгебра Ли векторов и векторных полей. По опреде-
лению векторное пространство a над полем R называется AL-
GEBROJ lI над тем же полем, если на a определена билинейная

операция (KOMMUTATOR, который будем обозначать [X,Y ], где
X,Y ∈ a), удовлетворяющая следующим соотношениям:
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1) [X,X] = 0 (ANTIKOMMUTATIWNOSTX),

2) [X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0(TOVDESTWO qKOBI),

где X,Y, Z ∈ a. Размерностью алгебры называется размерность
векторного пространства a. Если пространство a конечномерно,
то его базис называется базисом алгебры Ли.

Множество T (N) всевозможных векторных полей, заданных
на многообразии N , является бесконечномерным линейным про-
странством. Это пространство можно превратить в алгебру Ли,
если определить коммутатор следующим образом:

[ξ, η] =
n∑
i=1

n∑
j=1

(
ξj
∂ηi

∂yj
− ηj ∂ξ

i

∂yj

)
∂

∂yi
,

где ξ =
∑n

i=1 ξ
i(y) ∂

∂yi
, η =

∑n
i=1 η

i(y) ∂
∂yi

— произвольные

векторные поля из T (N).
Пусть семейство гладких векторных полей

a = {ξj =
n∑
i=1

ξij(y)
∂

∂yi
, j ∈ J}, (1.10)

заданное в области N ⊂ R
n, является конечномерной алгеброй

Ли размерности p. Тогда согласно [36] будем говорить, что
алгебра a обладает L-SWOJSTWOM, если dim ∆a(y) = p ∀y ∈
N , где ∆a — распределение, порожденное векторными поля-
ми (1.10) алгебры a.

Допускаемые преобразования и допускаемые алге-
бры Ли. aWTOMORFIZMOM системы (1.1) называется изомор-
физм системы (1.1) в эту же систему. В категориях, связанных
с системами дифференциальных уравнений, автоморфизмы на-
зываются SIMMETRIQMI или преобразованиями, которые допус-
каются системами дифференциальных уравнений.
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Итак, по определению диффеоморфизм ϕ : N → N DOPUSKA-
ETSQ в категории AS системой (1.1), если из того, что y(t) —
решение системы (1.1) при некотором управлении u(t), следу-
ет, что ỹ(t) = ϕ(y(t)) — решение системы (1.1) при каком-то
другом управлении ũ(t). Далее в более общем смысле под до-
пускаемыми преобразованиями понимаются также и локальные

диффеоморфизмы, переводящие решения в решения. Если век-
торное поле ξ =

∑n
i=1 ξ

i(y) ∂
∂yi

, заданное в области N ⊂ R
n, по-

рождает локальную однопараметрическую группу {sτ , τ ∈ R
1}

локальных диффеоморфизмов, каждый из которых допускается
системой (1.1), то о нем говорят, что векторное поле ξ допуска-
ется системой (1.1). Необходимые и достаточные условия того,
что поле ξ допускается системой (1.1), получены в работе [37].
Их можно записать в следующем виде:

[fj , ξ] =
r∑
i=1

νij(y)fi, j = 0, r, (1.11)

где νij(y) — произвольные функции. Совокупность векторных
полей, удовлетворяющих уравнениям (1.11), образуют алгебру
Ли, которая в работе [4] обозначена как a1. Именно эта алгебра
и называется допускаемой алгеброй Ли системы (1.1) в катего-
рии AS.

В категории ASP допускаемыми являются преобразования,
которые переводят решения в решения, соответствующие оди-
наковым управлениям. Поле ξ допускается системой (1.1) тогда
и только тогда, когда оно удовлетворяет уравнениям

[fj , ξ] = 0, j = 0, r. (1.12)

Допускаемые поля в категории ASP также образуют алгебру

Ли, которая обозначается a0. Из уравнений (1.11) и (1.12) сле-
дует, что a0 является подалгеброй алгебры a1. Алгебра a0 была

введена Г.Н. Яковенко [24] для нелинейных систем общего вида.
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Система (1.1) называется L1-SISTEMOJ, если алгебра a1 име-
ет n-мерную подалгебру, обладающую L-свойством. Если такая
подалгебра совпадает со всей алгеброй a1, то система (1.1) на-
зывается STROGO L1-SISTEMOJ.

Если же система (1.1) допускает алгебру a0, имеющую
n-мерную подалгебру, обладающую L-свойством, то такая сис-
тема называется L0-SISTEMOJ. Если же такая подалгебра совпа-
дает со всей алгеброй a0, то система (1.1) называется STROGO
L0-SISTEMOJ.

В последующих разделах настоящей работы рассматрива-
ются структуры алгебр a0 и a1, допускаемых трехмерными аф-
финными управляемыми системами.

Выводы раздела

Введенные в этом разделе основные математические опреде-
ления и понятия, как указывалось выше, даны согласно моно-
графии В.И. Елкина [4]. Они необходимы для изложения резуль-
татов исследования трехмерных аффинных управляемых сис-
тем.

2. Классификация трехмерных аффинных
управляемых систем

Основные свойства управляемой системы, такие как упра-
вляемость, устойчивость, оптимальность решений, сохраняют-
ся при переходе к эквивалентной системе. Поэтому, если не
удается решить ту или иную задачу управления для исходной

управляемой системы, можно попытаться решить ее для бо-
лее простой эквивалентной системы. Если в данной категории
управляемых систем решена проблема классификации, то в ка-
честве более простых систем рассматривают канонические фор-
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мы. В этом случае исследование свойств произвольной управля-
емой системы сводится к исследованию канонических форм.

Проблема классификации управляемых систем состоит в

описании классов эквивалентных систем. Она включает в себя
следующие задачи: нахождение критериев эквивалентности сис-
тем; построение диффеоморфизмов, связывающих эквивалент-
ные системы; построение канонических форм, т. е. поиск пред-
ставителей классов эквивалентности наиболее простого вида.
Поскольку для категории AS задача классификации полностью
еще не решена, то даже полученные отдельные классификаци-
онные результаты могут оказаться весьма полезными.

§ 2.1. Существующая классификация

В проблеме классификации трехмерных управляемых сис-
тем существенную роль играют инварианты, т. е. величины,
которые не меняются при изоморфизмах. В категории AS для
каждой аффинной управляемой системы такими инвариантами

являются ранги аффинных распределений и кораспределений,
ассоциированных с управляемой системой. Используя эти инва-
рианты, в работе [38] было найдено, что система (1.1) с трех-
мерным фазовым пространством (n = 3) эквивалентна одной
системе из следующих 14 типов управляемых систем:

а) в обычном виде б) в двойственном виде

I.


ẋ = 0,
ẏ = 0,
ż = 0,


dx = 0,
dy = 0,
dz = 0.

II.


ẋ = 0,
ẏ = 0,
ż = 1,


dx = 0,
dy = 0,
dz − dt = 0.
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III.


ẋ = 0,
ẏ = 0,
ż = u,

{
dx = 0,
dy = 0.

IV.


ẋ = 0,
ẏ = 1,
ż = u,

{
dx = 0,
dy − dt = 0.

V.


ẋ = 0,
ẏ = z,
ż = u,

{
dx = 0,
dy − z dt = 0.

VI.


ẋ = 1,
ẏ = z,
ż = u,

{
dx− dt = 0,
dy − z dt = 0.

VII.


ẋ = y,
ẏ = z,
ż = u,

{
dx− y dt = 0,
dy − z dt = 0.

VIII.


ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,
ż = H(x, y, z)u,

{
dx− z dy − dt = 0,
dz −H(x, y, z)dy = 0,
Hx(x, y, z) 6= 0.

IX.


ẋ = 0,
ẏ = u,
ż = v,

{
dx = 0.

X.


ẋ = 1,
ẏ = u,
ż = v,

{
dx− dt = 0.

XI.


ẋ = y,
ẏ = u,
ż = v,

{
dx− y dt = 0.

XII.


ẋ = zu,
ẏ = u,
ż = v,

{
dx− z dy = 0.
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XIII.


ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,
ż = v,

{
dx− z dy − dt = 0.

XIV.


ẋ = u,
ẏ = v,
ż = w,

{
0 = 0.

Из всех этих систем особый интерес представляет система

под номером VIII. Как видно, система VIII зависит от произ-
вольной функции H(x, y, z), про которую известно только то,
что она существенно зависит от x. Среди систем такого ви-
да с разными функциями H существуют эквивалентные и не-
эквивалентные между собой системы. Поэтому системы I–VII
и IX–XIV принято называть каноническими формами, а систе-
му VIII — PRIWEDENNOJ формой. Группу систем вида VIII с раз-
ными функциями H будем называть приведенными системами.

Классификация приведенных систем требует дополнитель-
ных исследований, на чем остановимся подробнее в следующем
параграфе. Для таких систем имеется острая необходимость в
дополнительных инвариантах, которые не являются рангами
распределений и кораспределений.

§ 2.2. Эквивалентные преобразования приведенной
системы

Исследуем вопрос о том, когда приведенные системы с раз-
ными функциями H будут эквивалентны между собой. Для это-
го рассмотрим две различные приведенные системы

ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,
ż = H(x, y, z)u,

Hx(x, y, z) 6= 0, (2.1)
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
˙̃x = 1 + z̃v,
˙̃y = v,
˙̃z = H̃(x̃, ỹ, z̃)v,

H̃x̃(x̃, ỹ, z̃) 6= 0. (2̃.1)

Согласно [4] вопрос об эквивалентности аффинных управ-
ляемых систем в категории AS сводится к эквивалентности

базисных систем Пфаффа t-кораспределений, ассоциированных
с управляемыми системами. Умножив каждое уравнение сис-
тем (2.1) и (2̃.1) на dt и исключив управления, получим следу-
ющие t-системы Пфаффа:{

dx− z dy − dt = 0,
dz −H(x, y, z)dy = 0,

Hx(x, y, z) 6= 0,{
dx̃− z̃ dỹ − dt = 0,
dz̃ − H̃(x̃, ỹ, z̃)dỹ = 0,

H̃x̃(x̃, ỹ, z̃) 6= 0.

Эти системы эквивалентны только тогда, когда существует
преобразование

x̃ = α(x, y, z),
ỹ = β(x, y, z),
z̃ = γ(x, y, z),

(2.2)

и такая функция θ(x, y, z), что{
dα− γ dβ = dx− z dy,
dγ − H̃(α, β, γ)dβ = (dz −H(x, y, z)dy) θ(x, y, z).

Отсюда следует, что функции α, β, γ и θ должны удовлетворять
системе дифференциальных уравнений

αx = γβx + 1,
αy = γβy − z,
αz = γβz,

γx = H̃(α, β, γ)βx,
γy = H̃(α, β, γ)βy − θ(x, y, z)H(x, y, z),
γz = H̃(α, β, γ)βz + θ(x, y, z).

(2.3)
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Уравнения (2.3) являются системой уравнений с одинаковой

главной частью относительно неизвестных функций α и γ. Ре-
шение таких систем уравнений рассматривалось в работе [39].
Для нее алгебраические условия совместности (равенство сме-
шанных производных αxy = αyx, γxy = γyx и т.д. в силу сис-
темы (2.3)) приводят к дифференциальным уравнениям относи-
тельно β и θ. Равенство αxy = αyx приводит к равенству βx = 0
и, следовательно, к равенствам αx = 1, γx = 0. Эти равенства
позволяют упростить преобразование (2.2) и систему (2.3) и за-
писать их в следующем виде:

x̃ = α(x, y, z) = x+ ᾱ(y, z),
ỹ = β(y, z),
z̃ = γ(y, z),

(2.4)


ᾱy = γβy − z,
ᾱz = γβz,

γy = H̃(x+ ᾱ, β, γ)βy − θ(x, y, z)H(x, y, z),
γz = H̃(x+ ᾱ, β, γ)βz + θ(x, y, z).

(2.5)

Далее из равенства ᾱyz = ᾱzy следует, что βyγz − βzγy = 1,
или

θ(βy +H(x, y, z)βz) = 1. (2.6)

Следовательно, якобиан преобразования (2.4) равен единице:

∂x̃ỹz̃

∂xyz
=

∣∣∣∣∣∣
1 ᾱy ᾱz
0 βy βz
0 γy γz

∣∣∣∣∣∣ = βyγz − βzγy = 1.

Так как γ не зависит от x, то из последних двух уравнений
системы (2.5) получим

βy =
(θH(x, y, z))x
H̃x̃(x+ ᾱ, β, γ)

, βz = − θx

H̃x̃(x+ ᾱ, β, γ)
. (2.7)
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Подставляя уравнения (2.7) в уравнение (2.6), получим соотно-
шение для θ:

θ2 =
H̃x̃(x+ ᾱ, β, γ)
Hx(x, y, z)

> 0. (2.8)

А присоединяя уравнения (2.7) к системе (2.5), получим ,,обыч-
ную“ систему дифференциальных уравнений в частных произ-
водных с одинаковой главной частью относительно функций ᾱ,
β и γ:

ᾱy = γ
(θH(x, y, z))x
H̃x̃(x+ ᾱ, β, γ)

− z,

ᾱz = −γ θx

H̃x̃(x+ ᾱ, β, γ)
,

βy =
(θH(x, y, z))x
H̃x̃(x+ ᾱ, β, γ)

,

βz = − θx

H̃x̃(x+ ᾱ, β, γ)
,

γy = H̃(x+ ᾱ, β, γ)
(θH(x, y, z))x
H̃x̃(x+ ᾱ, β, γ)

− θ(x, y, z)H(x, y, z),

γz = −H̃(x+ ᾱ, β, γ)
θx

H̃x̃(x+ ᾱ, β, γ)
+ θ(x, y, z),

(2.9)

где θ удовлетворяет соотношению (2.8).
На самом деле, имеются две системы (2.9), одна из которых

соответствует условию

θ =

√
H̃x̃(x+ ᾱ, β, γ)
Hx(x, y, z)

> 0, (2.10, а)

а другая — условию

θ = −

√
H̃x̃(x+ ᾱ, β, γ)
Hx(x, y, z)

< 0. (2.10, б)
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Уравнения вида (2.9), (2.10) впервые получены в работах [40]
и [41].

Итак, вопрос об эквивалентности аффинных систем (2.1)
и (2̃.1) сводится к вопросу о совместности систем уравнений с
одинаковой главной частью (2.9), (2.10). Согласно [4,39, с. 132],
совместность таких систем проверяется с помощью элементар-
ных алгебраических операций, а решение системы находится с
помощью решений некоторых систем обыкновенных дифферен-
циальных уравнений. Каждое решение системы (2.9), (2.10, а)
или (2.9), (2.10, б) определяет диффеоморфизм (2.4), осуще-
ствляющий эквивалентность системы (2.1) и (2̃.1).

Исследование системы (2.9) начнем с проверки четырех усло-
вий совместности: βyx = 0, βzx = 0, βyz = βzy, γyz = γzy. Из
первых двух условий совместности следуют два равенства

H̃x̃x̃(x+ ᾱ, β, γ)

H̃x̃(x+ ᾱ, β, γ)
=
θxx
θx
,

H̃x̃x̃(x+ ᾱ, β, γ)

H̃x̃(x+ ᾱ, β, γ)
=

(θH(x, y, z))xx
(θH(x, y, z))x

.

(2.11)

Если из соотношения (2.8) найти производные функции θ и
подставить их в уравнения (2.11), то оба уравнения дадут одно
и то же равенство

2
H̃x̃x̃x̃(x+ ᾱ, β, γ)

H̃x̃(x+ ᾱ, β, γ)
− 3

H̃2
x̃x̃(x+ ᾱ, β, γ)

H̃2
x̃(x+ ᾱ, β, γ)

=

= 2
Hxxx(x, y, z)
Hx(x, y, z)

− 3
H2
xx(x, y, z)
H2
x(x, y, z)

,

после преобразования которого получим следующее уравнение:

2

(
H̃x̃x̃(x+ ᾱ, β, γ)

H̃x̃(x+ ᾱ, β, γ)

)
x̃

−

(
H̃x̃x̃(x+ ᾱ, β, γ)

H̃x̃(x+ ᾱ, β, γ)

)2

=
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= 2
(
Hxx(x, y, z)
Hx(x, y, z)

)
x

−
(
Hxx(x, y, z)
Hx(x, y, z)

)2

. (2.12)

Из вторых условий совместности βyz = βzy, γyz = γzy следует
только одно равенство

H̃z̃(x+ ᾱ, β, γ) = zθx + θy + (θH(x, y, z))z,

которое после подстановки производных функции θ из выраже-
ния (2.8) приобретет вид

1√
|H̃x̃|

(
2H̃z̃ −

1

H̃x̃

(z̃H̃x̃x̃ + H̃x̃ỹ + H̃H̃x̃z̃)
)

=

=
±1√
|Hx|

(
2Hz −

1
Hx

(zHxx +Hxy +HHxz)
)
. (2.13)

В правой части выражения (2.13) знак плюс соответствует
системе уравнений (2.9), (2.10, а), а минус — системе уравне-
ний (2.9), (2.10, б).

Если ввести два дифференциальных оператора

I1(H) = 2
(
Hxx

Hx

)
x

−
(
Hxx

Hx

)2

, (2.14, а)

I2(H) =
1√
|Hx|

(
2Hz −

1
Hx

(zHxx +Hxy +HHxz)
)
,

(2.14, б)

а функции, получающиеся в результате действия операторов,
обозначить через I1(H)(x, y, z) и I2(H)(x, y, z) соответственно,
то равенства (2.12) и (2.13) можно записать в виде{

I1(H̃)(x+ ᾱ, β, γ) = I1(H)(x, y, z),
I2(H̃)(x+ ᾱ, β, γ) = ±I2(H)(x, y, z).

(2.15)
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Итак, для совместности системы (2.9), (2.10) необходимо вы-
полнение неравенства (2.8) и соотношений (2.15). Из получен-
ных соотношений (2.15) видно, что если соотношения не вы-
полняются в точках (x0, y0, z0) и (x̃0, ỹ0, z̃0), то ситемы (2.1) и
(2̃.1) локально не эквивалентны в этих точках. Таким образом
доказано следующее утверждение:

Теорема 1. dLQ LOKALXNOJ \KWIWALENTNOSTI UPRAWLQEMOJ
SISTEMY (2.1) W OKRESTNOSTI TO^KI (x0, y0, z0) SISTEME (2̃.1)
W OKRESTNOSTI TO^KI (x̃0, ỹ0, z̃0) NEOBHODIMO WYPOLNENIE SLE-
DU@]IH USLOWIJ:

1) sign(Hx(x0, y0, z0)) = sign(H̃x̃(x̃0, ỹ0, z̃0)),

2) I1(H)(x0, y0, z0) = I1(H̃)(x̃0, ỹ0, z̃0),

3) |I2(H)(x0, y0, z0)| = |I2(H̃)(x̃0, ỹ0, z̃0)|.

Если соотношения (2.15) выполняются тождественно, то по
теореме Фробениуса [42] для любой пары точек (x0, y0, z0) и
(x̃0, ỹ0, z̃0) в некоторой окрестности точки (x0, y0, z0) существу-
ет единственное решение ᾱ(y, z), β(y, z), γ(y, z) системы (2.9),
удовлетворяющее условию

x̃0 = x0 + ᾱ(y0, z0),
ỹ0 = β(y0, z0),
z̃0 = γ(y0, z0).

В этом случае аффинная система (2.1) локально эквивалентна
системе (2̃.1). Отметим, что если второе уравнение соотноше-
ний (2.15) тождественно выполняется со знаком плюс, то су-
ществует решение системы (2.9), (2.10, а), а если же со знаком
минус, то существует решение системы (2.9), (2.10, б).

Если условия (2.15) не противоречивы и тождественно не вы-
полняются, тогда, если они не содержат α, β, γ, система (2.9) бу-
дет несовместна. В противном случае— из условий (2.15) можно
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выразить одну из функций α, β, γ и подставить в систему (2.9).
Тогда в этой системе останутся только две неизвестные функ-
ции. Эта редуцированная система аналогично исследуется на
совместность дальше.

Таким образом, найдены необходимые условия локальной

эквивалентности систем (2.1) и (2̃.1) и показано, что эти условия
не являются достаточными.

В следующем параграфе среди приведенных систем будет

определен новый тип систем, для которых условия теоремы 1
будут необходимыми и достаточными.

§ 2.3. C-Системы и их классификация

Неравенство (2.8) показывает, что управляемые системы, у
которых функции Hx и H̃x̃ имеют разные знаки, не могут быть
эквивалентными. Следовательно, знак функции Hx является

инвариантом, который разбивает множество систем (2.1) на
две группы: с положительной и с отрицательной функцией Hx.
Инвариантный вид полученных соотношений (2.15) позволяет
ввести новый тип систем, который назовем C-системами.

Система (2.1) по определению является C-SISTEMOJ, если
выполняется

I1(H)(x, y, z) = const, (2.16, а)
I2(H)(x, y, z) = const. (2.16, б)

C-Системы можно разбить на непересекающиеся классы экви-
валентности.

Теорема 2. kAVDOJ PARE ^ISEL (C1, C2) PRI C2 > 0 SOOT-
WETSTWU@T DWA KLASSA \KWIWALENTNOSTI C-SISTEM. w PERWYJ
KLASS (C1, C2)+ WHODQT C-SISTEMY WIDA (2.1), GDE FUNKCIQ H
UDOWLETWORQET SISTEME URAWNENIJ

I1(H)(x, y, z) = C1, (2.17, а)
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I2(H)(x, y, z) = ±C2 (2.17, б)

I USLOWI@ Hx > 0. wO WTOROJ KLASS (C1, C2)− WHODQT C-SISTE-
MY WIDA (2.1) S FUNKCIEJ H, UDOWLETWORQ@]EJ SISTEME URAW-
NENIJ (2.17) I USLOWI@ Hx < 0.

Для C-систем числа C1 и C2 являются инвариантами.

Док а з а т е л ь с т в о. Если произвольные C-системы (2.1)
и (2̃.1) принадлежат одному классу (C1, C2)+ или (C1, C2)−, то
для них справедливо неравенство (2.8) и соотношения (2.15)
выполняются тождественно. Тогда, как уже отмечалось на

с. 27, существует замена координат (2.4). Следовательно, сис-
темы (2.1) и (2̃.1) локально эквивалентны.

Если две произвольные C-системы (2.1) и (2̃.1) принадле-
жат разным классам, то или не справедливо неравенство (2.8),
или соотношения (2.15) противоречивы. В любом случае систе-
ма (2.9) несовместна, и системы (2.1), (2̃.1) не являются локаль-
но эквивалентными.

Исследуя систему (2.17), найдем канонические формы для

классов (C1, C2)+ и (C1, C2)−. Уравнение (2.17, а)

I1(H)(x, y, z) = 2
(
Hxx

Hx

)
x

−
(
Hxx

Hx

)2

= C1

полностью интегрируется и имеет следующие решения:

при C1 > 0 H1 = β(y, z) tg
(

1/2
√
C1 x+ α(y, z)

)
+ γ(y, z),

(2.18, а)

H2 = β(y, z) ctg
(

1/2
√
C1 x+ α(y, z)

)
+ γ(y, z);

(2.18, б)

при C1 = 0 H3 = β(y, z)x+ γ(y, z), (2.18, в)
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H4 =
β(y, z)

α(y, z)− x
+ γ(y, z); (2.18, г)

при C1 < 0 H5 = β(y, z) th
(

1/2
√
−C1 x+ α(y, z)

)
+ γ(y, z),

(2.18, д)

H6 = β(y, z) cth
(

1/2
√
−C1 x+ α(y, z)

)
+ γ(y, z),

(2.18, е)

H7 = β(y, z) e±x
√
−C1 + γ(y, z). (2.18, ж)

Во всех уравнениях α, β и γ — произвольные функции.
Теперь нужно подставить найденные решения в уравне-

ние (2.17, б).
•Рассмотрим подробно решения (2.18) при C1 > 0. Подставив

решение (2.18, а) в уравнение (2.17, б), получим равенство

± C2 = I2(H1) =
1√

|1/2
√
C1 β|

×

×
(

sin
(

1/2
√
C1 x+ α

)(
βz −

√
C1 z − 2αy − 2αzγ

)
+

+ cos
(

1/2
√
C1 x+ α

)(
2γz −

βy
β
− γβz

β
+ 2βαz

))
. (2.19)

Это равенство может выполняться только при C2 = 0. Следова-
тельно, классы эквивалентности (C1, C2)+ и (C1, C2)− при C2 6=
0 пусты. При C1 > 0 к классу эквивалентности (C1, 0)+ при-
надлежат все управляемые системы (2.1) с функцией H, рав-
ной (2.18, а), где α(y, z), β(y, z) и γ(y, z) являются решениями
системыβz −

√
C1 z − 2αy − 2αzγ = 0,

2γz −
βy
β
− γβz

β
+ 2βαz = 0,

β(y, z) > 0. (2.20)

Исследуя таким же образом решение (2.18, б), получим, что
при C1 > 0 к классу эквивалентности (C1, 0)+ также принад-
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лежат все управляемые системы вида (2.1) с функцией H, рав-
ной (2.18, б), где α(y, z), β(y, z) и γ(y, z) являются решениями
системыβz +

√
C1 z + 2αy + 2αzγ = 0,

2γz −
βy
β
− γβz

β
− 2βαz = 0,

β(y, z) < 0. (2.21)

Условия принадлежности системы (2.1) к классу (C1, 0)−

такие же, только в (2.20) вместо условия β(y, z) > 0 будет

условие β(y, z) < 0, а в (2.21) вместо условия β(y, z) < 0 будет
условие β(y, z) > 0.

Из систем, принадлежащих классу (C1, 0)+ при C1 > 0,
выберем каноническую систему с наиболее простой функци-
ей H(x, y, z)

ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,

ż = az2 tg (ax)u,
где a = 1/2

√
C1, C1 > 0. (2.22)

Для класса (C1, 0)− при C1 > 0 каноническую систему найти
пока не удалось.
•Рассмотрим решения (2.18) при C1 = 0. Подставим реше-

ние (2.18, в) в уравнение (2.17, б) и получим

I2(H3) =
1√
|β|

(
βzx+ 2γz −

βy
β
− γβz

β

)
= ±C2, C2 > 0.

Это равенство может выполняться, только еслиβz = 0,

2γz −
βy
β
− γβz

β
= ±

√
|β|C2.

Решая эту систему, получим, что к классу (0, C2)+ принадлежат

управляемые системы (2.1) с функцией

H(x, y, z) = β(y)x+ 1/2
(
±
√
β(y)C2 +

βy(y)
β(y)

)
z + γ(y),
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где β(y) > 0. Здесь β(y) и γ(y) — произвольные функции.
Исследуя решение (2.18, г), находим, что к классу (0, C2)+

также принадлежат и управляемые системы (2.1) с функцией H
вида (2.18, г), где α(y, z), β(y, z) и γ(y, z) являются решениями
системыβz − 2z + 2αy + 2αzγ = ±

√
β C2,

2γz −
βy
β
− γβz

β
= 0,

β(y, z) > 0.

К классу (0, C2)− принадлежат управляемые системы (2.1)
с функцией H двух типов. Первый тип имеет вид

H(x, y, z) = β(y)x+ 1/2
(
±
√
−β(y)C2 +

βy(y)
β(y)

)
z + γ(y),

где β(y) и γ(y) — произвольные функции, но β(y) < 0. Второй
тип функции H имеет вид (2.18, г), где α(y, z), β(y, z) и γ(y, z)
являются решениями системыβz − 2z + 2αy + 2αzγ = ±

√
−β C2,

2γz −
βy
β
− γβz

β
= 0,

β(y, z) < 0.

Для классов (0, C2)+ и (0, C2)− при C2 > 0 в качестве

канонических форм выберем следующие системы:
ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,
ż = (x+ az)u,

где a = 1/2C2, C2 > 0. (2.23)


ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,
ż = (−x+ az)u,

где a = 1/2C2, C2 > 0. (2.24)

•Рассмотрим решения (2.18) при C1 < 0. Здесь, аналогично
случаю при C1 > 0, уравнение (2.16, б) имеет решения толь-
ко при условии C2 = 0. Следовательно, классы эквивалентно-
сти (C1, C2)+ и (C1, C2)− пусты, если одновременно C1 6= 0 и
C2 6= 0.
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К классу (C1, 0)+ при C1 < 0 принадлежат все управляемые
системы (2.1) с функцией H следующих четырех типов.

Первый тип функции H имеет вид (2.18, д), где α(y, z),
β(y, z) и γ(y, z) являются решениями системыβz +

√
−C1 z + 2αy + 2αzγ = 0,

2γz −
βy
β
− γβz

β
+ 2βαz = 0,

β(y, z) > 0.

Второй тип функции H имеет вид (2.18, е), где α(y, z), β(y, z)
и γ(y, z) являются решениями системыβz +

√
−C1 z + 2αy + 2αzγ = 0,

2γz −
βy
β
− γβz

β
+ 2βαz = 0,

β(y, z) < 0.

Третий тип функции H имеет вид

H(x, y, z) = β(y) e x
√
−C1 + 1/4

√
−C1 z

2 + 1/2
βy(y)
β(y)

z + γ(y),

где β(y) и γ(y) — произвольные функции, при β(y) > 0.
Четвертый тип функции H имеет вид

H(x, y, z) = β(y) e−x
√
−C1 − 1/4

√
−C1 z

2 +
βy(y)
2β(y)

z + γ(y),

где β(y) и γ(y) — произвольные функции, а β(y) < 0.
Класс (C1, 0)− описывается точно так же, только нужно

везде знаки ««>»» и ««<»» заменить на обратные.
Для каждого рассмотренного типа функций H можно най-

ти наиболее простую функцию, с помощью которой построить

представителя класса эквивалентности. При этом для одних за-
дач управления удобно, чтобы функция H была представлена в

виде суммы H = ϕ(x) +ψ(z), а для других — в виде произведе-
ния H = ϕ(x)ψ(z). Для каждого класса функций приведем два
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представителя, каждый из которых можно выбрать за канони-
ческую систему.

Для класса (C1, 0)+ при C1 < 0 в качестве представителей
выберем следующие системы:

ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,

ż =
(
e 2ax + 1/2az

2
)
u,
где a = 1/2

√
−C1, C1 < 0.

(2.25)
˙̃x = 1 + z̃v,
˙̃y = v,
˙̃z = −az̃2 cth(ax̃)v,

где a = 1/2
√
−C1, C1 < 0.

(2̃.25)

Так как эти системы принадлежат одному классу эквивалентно-
сти, то существует преобразование фазовых координат и управ-
ления

x̃ = x− 1
a

ln
∣∣∣∣√a

2
2 + ayz

−ay

∣∣∣∣ ,
ỹ =

1
ay(2 + ayz)

− 1
ay
,

z̃ = y(2 + ayz),

v =
(2 + ayz)2 − 2ay2e2ax

2ay2(2 + ayz)2
u

из системы (2.25) в систему (2̃.25).
Для класса (C1, 0)− при C1 < 0 в качестве представителей

выберем следующие системы:
ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,

ż =
(
−e 2ax + 1/2az

2
)
u,
где a = 1/2

√
−C1, C1 < 0.

(2.26)
˙̃x = 1 + z̃v,
˙̃y = v,
˙̃z = −az̃2 th(ax̃)v,

где a = 1/2
√
−C1, C1 < 0.

(2̃.26)
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Представленные системы принадлежат также одному классу

эквивалентности, и для них существует преобразование фазо-
вых координат и управления

x̃ = x− 1
a

ln
∣∣∣∣√a

2
2 + ayz

ay

∣∣∣∣ ,
ỹ =

1
ay(2 + ayz)

− 1
ay
,

z̃ = y(2 + ayz),

v =
(2 + ayz)2 + 2ay2e2ax

2ay2(2 + ayz)2
u

из системы (2.26) в систему (2̃.26).

Выводы раздела

Итак, в разд. 2 приведена существующая на момент исследо-
ваний классификация трехмерных аффинных управляемых сис-
тем и найдены необходимые условия локальной эквивалентно-
сти приведенных систем. Среди приведенных систем определен
новый тип C-систем, для которых установлена классификация
и найдены канонические формы.

3. Допускаемые алгебры канонических систем

Допускаемые преобразования и допускаемые алгебры Ли

являются мощным инструментом изучения нелинейных управ-
ляемых систем. Знание допускаемых преобразований систем

позволяет по известным решениям находить новые решения

управляемых систем. Допускаемые алгебры играют важную

роль в вопросах факторизации управляемых систем. Каждая
подалгебра допускаемой алгебры Ли порождает некоторую фак-
торизацию управляемой системы. Допускаемые алгебры Ли

оказываются действенным инструментом при классификации

управляемых систем. Допускаемая алгебра Ли является инва-
риантом управляемых систем, поэтому трехмерные аффинные
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управляемые системы, в зависимости от размерности допуска-
емой алгебры, разбиваются на группы. В данном разделе будут
описаны управляемые системы, у которых допускаемая алгебра
Ли бесконечномерная, конечномерная и, в частности, трехмер-
ная. С помощью допускаемых алгебр можно дать инвариантное
определение C-системам не сводя их к приведенной форме: ес-
ли допускаемая алгебра трехмерная, то управляемая система —
C-система.

Для исследованной раннее приведенной системы (2.1) пре-
образование (2.4) является допускаемым, если оно является ре-
шением системы (2.5), где H̃(x̃, ỹ, z̃) = H(x̃, ỹ, z̃). Поэтому в во-
просе о существовании допускаемых преобразований для приве-
денной системы (2.1) верны выводы, полученные в разд. 2. Сре-
ди допускаемых преобразований особый интерес представляют

допускаемые преобразования, образующие локальную однопара-
метрическую группу. Это связано с тем, что локальная однопа-
раметрическая группа порождается векторным полем, которое
найти легче.

§ 3.1. Трехмерные канонические системы

В категории AS алгеброй, допускаемой управляемой систе-
мой (1.1), является алгебра a1. Чтобы найти эту алгебру необ-
ходимо решить уравнения (1.11). При нахождении алгебры a1

полезно перейти от исходной управляемой системы к ее канони-
ческой форме, найти алгебру Ли, а затем с помощью обратного
преобразования вернуться назад к исходной системе.

Рассмотрим канонические системы I–VII и IX–XIV на с. 19,
полученные в работе [38]. Решая уравнения (1.11), найдем алге-
бру a1, допускаемую этими системами:

I. a1 = ϕ(x, y, z)
∂

∂x
+ ψ(x, y, z)

∂

∂y
+ χ(x, y, z)

∂

∂z
.

II. a1 = ϕ(x, y)
∂

∂x
+ ψ(x, y)

∂

∂y
+ χ(x, y)

∂

∂z
.
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III. a1 = ϕ(x, y)
∂

∂x
+ ψ(x, y)

∂

∂y
+ χ(x, y, z)

∂

∂z
.

IV. a1 = ϕ(x)
∂

∂x
+ ψ(x)

∂

∂y
+ χ(x, y, z)

∂

∂z
.

V. a1 = ϕ(x)
∂

∂x
+ ψ(x, y)

∂

∂y
+ zψy

∂

∂z
.

VI. a1 = C
∂

∂x
+ ψ(x, y)

∂

∂y
+ (zψy + ψx)

∂

∂z
.

VII. a1 = ϕ(x)
∂

∂x
+ yϕx

∂

∂y
+ (y2ϕxx + zϕx)

∂

∂z
.

IX. a1 = ϕ(x)
∂

∂x
+ ψ(x, y, z)

∂

∂y
+ χ(x, y, z)

∂

∂z
.

X. a1 = C
∂

∂x
+ ψ(x, y, z)

∂

∂y
+ χ(x, y, z)

∂

∂z
.

XI. a1 = ϕ(x)
∂

∂x
+ yϕx

∂

∂y
+ χ(x, y, z)

∂

∂z
.

XII. a1 = (ϕ(x, y, z)− zϕz)
∂

∂x
− ϕz

∂

∂y
+ (ϕy + zϕx)

∂

∂z
.

XIII. a1 = (ϕ(y, z)− zϕz)
∂

∂x
− ϕz

∂

∂y
+ ϕy

∂

∂z
.

XIV. a1 = ϕ(x, y, z)
∂

∂x
+ ψ(x, y, z)

∂

∂y
+ χ(x, y, z)

∂

∂z
.

Здесь ϕ, ψ, χ — произвольные функции, а C — произвольная

константа. Для всех перечисленных выше канонических систем,
алгебры Ли зависят от произвольных функций, следовательно,
они бесконечномерны.

В следующем параграфе покажем, что для приведенной сис-
темы VIII (см. с. 19) допускаемая алгебра a1 является конечно-
мерной.
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§ 3.2. Приведенная система

Для приведенной системы VIII верна следующая теорема.

Теорема 3. dLQ UPRAWLQEMOJ SISTEMY (2.1)
ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,
ż = H(x, y, z)u,

Hx(x, y, z) 6= 0,

DOPUSKAEMAQ ALGEBRA a1 KONE^NOMERNA, I RAZMERNOSTX EE NE
WY[E 3.

Док а з а т е л ь с т в о. Запишем уравнения (1.11) примени-
тельно к приведенной системе (2.1)

[
∂

∂x
, ξ

]
= ν0(x, y, z)

(
z
∂

∂x
+

∂

∂y
+H

∂

∂z

)
,[

z
∂

∂x
+

∂

∂y
+H

∂

∂z
, ξ

]
= ν1(x, y, z)

(
z
∂

∂x
+

∂

∂y
+H

∂

∂z

)
.

Раскрывая коммутаторы и приводя подобные члены, получим
систему

ξ1
x = zν0(x, y, z),
ξ2
x = ν0(x, y, z),
ξ3
x = Hν0(x, y, z),
zξ1
x + ξ1

y +Hξ1
z − ξ3 = zν1(x, y, z),

zξ2
x + ξ2

y +Hξ2
z = ν1(x, y, z),

zξ3
x + ξ3

y +Hξ3
z −Hxξ

1 −Hyξ
2 −Hzξ

3 = Hν1(x, y, z).

После исключения неизвестных функций ν0 и ν1 и некоторых

упрощений эту систему запишем в следующем виде:
ξ1
x = zξ2

x,

ξ3
x = Hξ2

x,

ξ1
y +Hξ1

z − ξ3 = zξ2
y + zHξ2

z ,

ξ3
y +Hξ3

z −Hxξ
1 −Hyξ

2 −Hzξ
3 = Hξ2

y +H2ξ2
z .

(3.1)
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Проинтегрируем первое уравнение системы (3.1) и получим ра-
венство ξ1 = zξ2 − ϕ(y, z), где ϕ(y, z) — произвольная функция.
Подставляя ξ1 в третье уравнение, определим из него ξ3, кото-
рое в свою очередь подставим во второе уравнение. Получим
равенство (ξ2 − ϕz)Hx = 0. Так как Hx 6= 0, то в итоге имеем
систему

ξ1 = zϕz − ϕ(y, z),
ξ2 = ϕz,

ξ3 = −ϕy.
(3.2)

Далее, подставив ξ1, ξ2 и ξ3 в четвертое уравнение систе-
мы (3.1), получим равенство

ϕyy + 2Hϕyz +H2ϕzz −Hzϕy +Hyϕz −Hx(ϕ− zϕz) = 0.
(3.3)

Мы видим, что размерность алгебры a1 зависит от мощно-
сти множества решения уравнения (3.3). Так как функция ϕ не
зависит от x, то по переменной x уравнение (3.3) расщепляет-
ся. Продифференцируем уравнение (3.3) по x и разделим его

на Hx 6= 0. Получим второе уравнение. Поступая с ним анало-
гично первому (т. е. дифференцируя его), получаем третье урав-
нение.

Итак, имеем систему из трех уравнений следующего вида:
ϕyy + 2Hϕyz +H2ϕzz −Hzϕy +Hyϕz −Hx(ϕ− zϕz) = 0,
2ϕyz + 2Hϕzz − (Hzx/Hx)ϕy + (Hyx/Hx)ϕz −

− (Hxx/Hx)(ϕ− zϕz) = 0,
2ϕzz − ((Hzx/Hx)x/Hx)ϕy + ((Hyx/Hx)x/Hx)ϕz −

− ((Hxx/Hx)x/Hx)(ϕ− zϕz) = 0.
(3.4)

Дальнейшее решение системы (3.4) сильно зависит от вида
функции H. Если коэффициенты в третьем уравнении систе-
мы (3.4) зависят от x, то процесс расщепления системы уравне-
ний продолжается дальше и к системе (3.4) добавляются новые
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уравнения. Тогда к системе (3.4) могут добавится четвертое,
пятое и шестое уравнения.

Разрешим систему (3.4) относительно старших производ-
ных ϕyy, ϕyz, ϕzz и получим систему уравнений примерно сле-
дующего вида:

ϕyy = α1ϕy + β1ϕz + γ1(ϕ− zϕz),
ϕyz = α2ϕy + β2ϕz + γ2(ϕ− zϕz),
ϕzz = α3ϕy + β3ϕz + γ3(ϕ− zϕz),

(3.5)

где α1, α2, . . . , γ2, γ3 — известные функции от независимых пе-
ременных, которые выражаются через функцию H следующим

образом:

α1 =
1

2H3
x

(
2HzH

3
x − 2HHxzH

2
x +H2HxxzHx −H2HxxHxz

)
,

β1 =
1

2H3
x

(
2HHxyH

2
x − 2HyH

3
x −H2HxxyHx +H2HxxHxy

)
,

γ1 =
−1

2H3
x

(
−2H4

x + 2HHxxH
2
x −H2HxxxHx +H2H2

xx

)
,

α2 =
−1

2H3
x

(
−HxzH

2
x +HHxxzHx −HHxxHxz

)
,

β2 =
1

2H3
x

(
HxyH

2
x −HHxxyHx +HHxxHxy

)
, (3.6)

γ2 =
1

2H3
x

(
HxxH

2
x −HHxxxHx +HH2

xx

)
,

α3 =
1

2H3
x

(HxxzHx −HxxHxz) ,

β3 =
1

2H3
x

(−HxxyHx +HxxHxy) ,

γ3 =
1

2H3
x

(
−HxxxHx +H2

xx

)
.

Нетрудно показать, что если коэффициенты α3, β3, γ3 третьего
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уравнения системы (3.5) не зависят от x, то и все остальные
коэффициенты (3.6) не зависят от x.

Введем вспомогательные функции p(y, z) = ϕy и q(y, z) = ϕz,
тогда имеем следующие равенства ϕyy = py, ϕzz = qz, ϕyz =
pz = qy. Система (3.5) преобразуется в систему дифференци-
альных уравнений в частных производных с одинаковой главной

частью относительно трех неизвестных функций ϕ, p и q:

ϕy = p,
ϕz = q,
py = α1p+ β1q + γ1(ϕ− zq),
pz = α2p+ β2q + γ2(ϕ− zq),
qy = α2p+ β2q + γ2(ϕ− zq),
qz = α3p+ β3q + γ3(ϕ− zq).

(3.7)

Если в процессе расщепления к системе (3.4) добавляются
новые уравнения, то, используя уравнения (3.7), их можно пре-
образовать в конечные соотношения

λjϕ+ θjp+ µjq = 0, j ∈ J, (3.8)

где λj , θj , µj — функции от независимых переменных.
Соотношения (3.7), (3.8) представляют собой смешанную ли-

нейную систему уравнений с одинаковой главной частью [17].
Если конечные уравнения (3.8) отсутствуют и условия совмест-
ности системы дифференциальных уравнений (3.7) ϕyz = ϕzy,
pyz = pzy, qyz = qzy тождественно выполняются в силу (3.7), то
по теореме Фробениуса [17, с. 10] система (3.7) вполне интегри-
руема, ее решение зависит от трех констант (по числу неизвест-
ных функций) и размерность алгебры a1 равна 3. В противном
случае размерность алгебры a1 будет меньше 3. Теорема дока-
зана.
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§ 3.3. C-Системы

Теперь определим алгебры a1 для канонических C-систем,
найденных в разд. 2.
•Рассмотрим систему (2.22), для которой функция H равна

выражению

H(x, y, z) = az2 tg(ax),

где a =
√
C1/2. Подставив H в систему (3.5), получим систему

ϕyy = a2z2(ϕ− zϕz),
ϕyz =

1
z
ϕy,

ϕzz =
1
z2

(ϕ− zϕz).
(3.9)

Для этой системы условия совместности выполняются то-
ждественно, и ее общее решение имеют следующий вид:

ϕ = B1z +B2yz +B3(a2y2z +
1
z

).

Если эту функцию ϕ подставить в систему (3.2), получим все
векторные поля, принадлежащие алгебре a1. Чтобы получить

базис допускаемой алгебры для системы (2.22), подставим в

систему (3.2) независимые частные решения системы (3.9).
Базис допускаемой алгебры a1 для системы (2.22) будет

следующий:

X1 =
∂

∂y
,

X2 = y
∂

∂y
− z ∂

∂z
,

X3 = − 1
a2z

∂

∂x
+
(
y2

2
− 1

2a2z2

)
∂

∂y
− yz ∂

∂z
.

(3.10)
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•Для канонической системы (2.23) функция H имеет вид:

H(x, y, z) = x+ az,

где a = C2/2. Подставив эту функцию H в систему (3.5),
получим систему

ϕyy = aϕy + (ϕ− zϕz),
ϕyz = 0,
ϕzz = 0.

(3.11)

Из последних двух уравнений системы (3.11) следует, что функ-
цию ϕ(y, z) можно представить в виде ϕ(y, z) = B1z + ψ(y), где
ψ(y) — произвольная функция. Функцию ϕ(y, z) подставим в

первое уравнение системы (3.11) и получим обыкновенное ли-
нейное однородное дифференциальное уравнение второго поряд-
ка

ψyy − aψy − ψ = 0. (3.12)

Решая это уравнение, находим общее решение системы (3.11)

ϕ(y, z) = B1z +B2e
λ1y +B3e

λ2y, (3.13)

где λ1, λ2 — корни характеристического уравнения λ2−aλ−1 =
0 для уравнения (3.12). Подставим в систему (3.2) независимые
частные решения системы (3.11) и получим базис допускаемой
алгебры a1:

X1 =
∂

∂y
,

X2 = eλ1y

(
∂

∂x
+ λ1

∂

∂z

)
,

X3 = eλ2y

(
∂

∂x
+ λ2

∂

∂z

)
.

(3.14)
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•Для канонической системы (2.24) функция H имеет вид

H(x, y, z) = −x+ az,

где a = C2/2. Действуя аналогично предыдущему пункту,
получим систему

ϕyy = aϕy − (ϕ− zϕz),
ϕyz = 0,
ϕzz = 0,

(3.15)

решая которую получим обыкновенное линейное однородное

дифференциальное уравнение второго порядка

ψyy − aψy + ψ = 0. (3.16)

Характеристическое уравнение λ2 − aλ + 1 = 0 при a > 2
(C2 > 4) имеет два различных действительных корня λ1 и λ2.
Соответствующее решение системы (3.15) совпадает с равен-
ством (3.13), а базис допускаемой алгебры a1 совпадает с бази-
сом (3.14).

При 0 6 a < 2 (0 6 C2 < 4) система (2.24) допускает
алгебру a1 с базисом

X1 =
∂

∂y
,

X2 = eay/2
(

cos by
∂

∂x
+
(
1/2a cos by − b sin by

) ∂
∂z

)
,

X3 = eay/2
(

sin by
∂

∂x
+
(

1/2a sin by + b cos by
) ∂
∂z

)
,

(3.17)

где a = C2/2, b =
√

1− C2
2/16.

Базис допускаемой алгебры a1 для системы (2.24) при a = 2
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(C2 = 4) следующий:

X1 =
∂

∂y
,

X2 = ey
(
∂

∂x
+

∂

∂z

)
,

X3 = ey
(
y
∂

∂x
+ (y + 1)

∂

∂z

)
.

(3.18)

•Для канонических систем (2.25) и (2.26) с функциями

H(x, y, z) = ±e2ax + 1/2az
2,

где a = 1/2
√
−C1, поиск допускаемых алгебр аналогичен поиску

алгебры для системы (2.22) и приводит к одной и той же алгебре
с базисом

X1 =
∂

∂y
,

X2 =
1
a

∂

∂x
− y ∂

∂y
+ z

∂

∂z
,

X3 =
2y
a

∂

∂x
− y2 ∂

∂y
+ 2

(
zy +

1
a

)
∂

∂z
.

(3.19)

Мы видим, что для всех найденных нами канонических сис-
тем алгебра a1 получилась трехмерной. Так как алгебра a1 ин-
вариантна относительно изоморфизмов категории AS, то для
всех управляемых систем, эквивалентных каноническим систе-
мам (2.22), (2.23), (2.24), (2.25), (2.26), допускаемая алгебра a1

будет также трехмерная.
В следующем параграфе будет доказано более сильное утвер-

ждение, что приведенная управляемая система (2.1) допускает
трехмерную алгебру тогда и только тогда, когда она является
C-системой.
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§ 3.4. Связь между C-системами и L1-системами

Теорема 4. pRIWEDENNAQ SISTEMA (2.1) DOPUSKAET TREH-
MERNU@ ALGEBRU a1 TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA SISTEMA (2.1)
QWLQETSQ C-SISTEMOJ.

Док а з а т е л ь с т в о. Согласно выводам, полученным при

доказательстве теоремы 3 (на с. 41), для того чтобы размер-
ность алгебры a1 равнялась трем, необходимо и достаточно вы-
полнение двух условий:

1) коэффициенты третьего уравнения системы (3.4) не зави-
сят от x (в этом случае отсутствуют дополнительные ко-
нечные уравнения (3.8));

2) условия совместности системы (3.7) выполняются тожде-
ственно.

Докажем, что выполнение первого условия эквивалентно вы-
полнению равенства (2.16, а) из определения C-систем. Обозна-
чим Hxx/Hx = P (x, y, z). Тогда уравнение (2.16, а) можно запи-
сать в виде

2Px − P 2 = const. (3.20)

Используя очевидные тождества(
Hyx

Hx

)
x

=
(
Hxx

Hx

)
y

= Py,

(
Hzx

Hx

)
x

=
(
Hxx

Hx

)
z

= Pz,

запишем третье уравнение системы (3.4) в виде

2ϕzz − (Pz/Hx)ϕy + (Py/Hx)ϕz − (Px/Hx)(ϕ− zϕz) = 0.

Согласно первому условию коэффициенты этого уравнения не

должны зависеть от x, поэтому получаем следующую систему:
(Px/Hx)x = 0,
(Py/Hx)x = 0,
(Pz/Hx)x = 0.
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Раскрывая производные, получим
(Pxx − PPx)/Hx = 0,
(Pyx − PPy)/Hx = 0,
(Pzx − PPz)/Hx = 0.

(3.21)

С другой стороны, продифференцировав уравнение (3.20) по x,
y, z, получим

2(Pxx − PPx) = 0,
2(Pyx − PPy) = 0,
2(Pzx − PPz) = 0.

(3.22)

Так как системы (3.21) и (3.22) эквивалентны, то первое условие
трехмерности алгебры a1 эквивалентно уравнению (2.16, а) из
определения C-системы.

Уравнение (2.17, а)

2
(
Hxx

Hx

)
x

−
(
Hxx

Hx

)2

= C1,

где C1 — произвольная константа, рассматривавшееся в § 2.3,
полностью интегрируется и имеет решения (2.18).

Докажем, что из второго условия трехмерности алгебры a1

на с. 46, т. е. из условий совместности системы (3.7), для каждо-
го решения (2.18) следует уравнение (2.16, б). Для этого запи-
шем условия совместности системы (3.7)

α2z + α2
z + α3β2 − zα3γ2 = α3y + γ3 + α1α3 + α2β3 − zα2γ3,

(3.23, а)

β2z + α2β2 − zβ3γ2 = β3y + α3β1 − zβ2γ3, (3.23, б)
γ2z + α2γ2 + β2γ3 = γ3y + α3γ1 + β3γ2, (3.23, в)

α1z + β1α3 − zα3γ1 = α2y + α2β2 + γ2 − zα2γ2,
(3.23, г)
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β1z + α1β2 + β1β3 − zβ3γ1 = β2y + α2β1 + β2
2 − zβ2γ2,

(3.23, д)

γ1z + β1γ3 + α1γ2 − zγ1γ3 = γ2y + β2γ2 + α2γ1 − zγ2
2 ,

(3.23, е)

где α1, α2, . . . , γ2, γ3 — известные функции от независимых пе-
ременных, которые выражаются через функцию H уравнения-
ми (3.6).
•Рассмотрим функцию H1 (2.18, а). Если подставить ее в

систему (3.23), то уравнения (3.23, в) и (3.23, е) можно записать
в следующем виде:

−
√
C1

4β2
(−βy − γβz + 2β2αz + 2γzβ) = 0,

−
√
C1

4

(
−βz −

2γzγ
β

+
βzγ

2

β2
+ 2αy + z

√
C1 +

βyγ

β2

)
= 0.

(3.24)

Эти соотношения позволяют упростить выражение I2(H1) (2.19)
и в итоге получаем I2(H1) = 0. Следовательно, если систе-
ма (2.1) с функцией H1 (2.18, а) допускает трехмерную алге-
бру и условия совместности (3.23) системы (3.7) выполняются
тождественно, то система (2.1) является C-системой.
•Изложенное выше справедливо и для функции H2 (2.18, б),

так как любую функцию H2 можно выразить через функ-
цию H1 (2.18, а).
•Доказательства для функций H5–H7 (2.18, д)–(2.18, ж) ана-

логичны доказательству для функции H1 (2.18, а). Только для
них условия совместности (3.23, в) и (3.23, е) системы (3.7) име-
ют вид
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– для функций H5 (2.18, д) и H6 (2.18, д)
√
−C1

4β2
(−βy − γβz + 2β2αz + 2γzβ) = 0,

√
−C1

4

(
βz −

2γzγ
β

+
βzγ

2

β2
+ 2αy + z

√
−C1 +

βyγ

β2

)
= 0,

(3.25)

– для функции H7 (2.18, ж)
±
√
−C1

4β
βz = 0,

±
√
−C1

4

(
−2γz ± z

√
−C1 +

βy
β

)
= 0.

(3.26)

•Рассмотрим функцию H3 (2.18, в). Для нее условия совмест-
ности (3.23) системы (3.7) имеют вид

2βzzβ − β2
z

4β2
= 0, (3.27, а)

−2βyzβ − βyβz
4β2

= 0, (3.27, б)

0 = 0, (3.27, в)
1

4β2
(3βyβz − 2βyzβ + 4γzzβ2 − 4ββzzγ −

− 4βzγzβ + 4β2
zγ) = 0,

(3.27, г)

− 1
4β2

(4γyzβ2 − 2βγyβz − 4ββyzγ − 2ββyγz +

+ 4βyβzγ − 2βyyβ + 3β2
y) = 0,

(3.27, д)

βz
2

= 0. (3.27, е)

Уравнение (3.27, е) позволяет значительно упростить условия
совместности (3.27). После упрощения системы (3.27) останется
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только три условия совместности

γzz = 0, (3.28, г)

− 1
4β2

(4γyzβ2 − 2ββyγz − 2βyyβ + 3β2
y) = 0, (3.28, д)

βz = 0. (3.28, е)

Если умножить уравнение (3.28, д) на 2
√
β, то его можно пред-

ставить в виде
(2γz√

β
− βy

β
√
β

)
y

= 0. А так как βz = 0, то урав-

нение (3.28, г) можно записать так:
(2γz√

β
− βy

β
√
β

)
z

= 0. Следова-

тельно, 2γz√
β
− βy

β
√
β

= const = C2. Таким образом, система (3.28)
эквивалентна системе

βz = 0,

2γz − βy/β = C2

√
β.

(3.29)

С другой стороны, если подставить функцию H3 (2.18, в) в
уравнение (2.16, б), то получим уравнение следующего вида:

I2(H3) =
1√
β

(
xβz + 2γz −

βy
β
− γβz

β

)
.

В силу системы (3.29) I2(H3) = C2 = const. Следовательно,
приведенная система (2.1) с функцией H3 (2.18, в) и трехмерной
алгеброй a1 является C-системой.
•Рассмотрим функцию H4 (2.18, г). Для нее условия совмест-

ности (3.23, в) и (3.23, е) системы (3.7) дадут одно и то же урав-
нение

2γzβ − βy − γβz = 0. (3.30)

С помощью уравнения (3.30), условия совместности (3.23, а)
и (3.23, б) можно записать в виде(βz − 2z + 2αy + 2αzγ√

β

)
z

= 0,
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(βz − 2z + 2αy + 2αzγ√
β

)
y

= 0.

Следовательно, эти условия эквивалентны уравнению

βz − 2z + 2αy + 2αzγ√
β

= const = C2. (3.31)

С другой стороны, если подставить функцию H4 (2.18, г) в
уравнение (2.16, б), то получим уравнение

I2(H4) =
1

β
√
β

(
x(2γzβ − βy − βzγ) +

+ β(−βz + 2z − 2αy − 2γαz)
)
.

С учетом уравнений (3.30) и (3.31), получим равенство I2(H4) =
C2 = const. Следовательно, приведенная система (2.1) с функци-
ей H4 (2.18, г) и трехмерной алгеброй a1 также является C-сис-
темой.

Мы рассмотрели все решения уравнения (2.17, а), следова-
тельно, приведенная система (2.1) с произвольной функцией H
и трехмерной алгеброй a1 является C-системой. Теорема в одну
сторону доказана. Теперь докажем обратное утверждение: лю-
бая C-система допускает трехмерную алгебру Ли.

В предыдущем параграфе были получены допускаемые ал-
гебры a1 для канонических систем (2.22), (2.23), (2.24), (2.25),
(2.26). Все алгебры a1 оказались трехмерными. Следовательно,
алгебра a1 для любой трехмерной управляемой системы, экви-
валентной одной из указанных канонических систем, также бу-
дет трехмерной. Однако для C-систем одна каноническая форма
для класса (C1, 0)− при C1 > 0 не была найдена. Поэтому далее
докажем, что для систем этого класса допускаемая алгебра a1

также трехмерная.
Классу (C1, 0)− при C1 > 0 принадлежат управляемые

системы вида (2.1), для которых функция H имеет вид (2.18, а),
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где α(y, z), β(y, z) < 0, γ(y, z) являются решениями системы
дифференциальных уравнений

βz − z
√
C1 − 2αy − 2αzγ = 0, (3.32, а)

2γz − βy/β − γβz/β = 0. (3.32, б)

Для C-систем этого класса алгебра a1 будет трехмерной, ес-
ли условия совместности (3.23) системы (3.7) выполняются то-
ждественно. Покажем, что они являются следствиями уравне-
ний (3.32, а) и (3.32, б). Далее уравнения (3.32, а) и (3.32, б) бу-
дем обозначать (I) и (II) соответственно.

Шесть условий совместности (3.23) (после переноса всех чле-
нов в левую часть равенства) можно выразить через уравнения
системы (3.32) следующим образом:(

(I)√
β

)
z

/(2
√
β)− (II)

αz
2β
,

−
(

(I)√
β

)
y

/(2
√
β) + (II)

αy
2β
,

(II)/β,(
(II)√
β

)
z

√
β

2
−
(

(I)√
β

)
z

γ

2
√
β

+ (II)
αzγ

2β
+ (I)

αz
2
,

−
(

(II)√
β

)
y

√
β

2
+
(

(I)√
β

)
y

γ

2
√
β
− (II)

αyγ

2β
− (I)

αy
2
,

(I)− (II)γ/β.

Следовательно, если выполняются уравнения (I), (II) систе-
мы (3.32), то условия совместности выполняются тождественно.
Теорема доказана.

Замечание 1. C-sISTEMAMI BUDEM NAZYWATX NE TOLXKO PRI-
WEDENNYE SISTEMY, FUNKCII H KOTORYH UDOWLETWORQ@T USLO-
WIQM (2.16), NO I SISTEMY PROIZWOLXNOGO WIDA (1.1), LOKALXNO
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\KWIWALENTNYE IM. dOKAZANNAQ TEOREMA 4 POZWOLQET INWARIANT-
NO OPREDELITX C-SISTEMY: TREHMERNAQ AFFINNAQ UPRAWLQEMAQ
SISTEMA QWLQETSQ C-SISTEMOJ, ESLI EE ALGEBRA a1 TREHMERNAQ.

Докажем основное утверждение этого параграфа.

Теорема 5. pRIWEDENNAQ SISTEMA (2.1) QWLQETSQ STRO-
GO L1-SISTEMOJ TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA ONA QWLQETSQ
C-SISTEMOJ.

В теореме 4 было доказано, что приведенная система (2.1)
допускает трехмерную алгебру a1 тогда и только тогда, когда
она является C-системой. Поэтому осталось показать, что алге-
бра a1 обладает L-свойством.

Док а з а т е л ь с т в о. Множество решений системы (3.7) ли-
нейных дифференциальных уравнений в частных производных

является линейным пространством, причем каждый базис это-
го пространства состоит из векторных полей, которые линейно
независимы в каждой точке (y, z). Этот факт аналогичен ли-
нейной независимости фундаментальной системы решений сис-
темы обыкновенных дифференциальных уравнений. Подставляя
эти базисные векторные поля в систему (3.2), получим базис-
ные векторы алгебры a1, линейно независимые в каждой точ-
ке (x, y, z). Следовательно, допускаемая алгебра a1 обладает

L-свойством.

Замечание 2. sREDI PRIWEDENNYH SISTEM STROGO L1-SISTE-
MY — \TO W TO^NOSTI C-SISTEMY. a POSKOLXKU SREDI TREHMER-
NYH AFFINNYH UPRAWLQEMYH SISTEM TOLXKO C-SISTEMY DOPUS-
KA@T TREHMERNU@ ALGEBRU, TO L@BAQ TREHMERNAQ STROGO L1-SIS-
TEMA QWLQETSQ C-SISTEMOJ.

Таким образом, классификация C-систем справедлива для

всех трехмерных строго L1-систем.
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Выводы раздела

В данном разделе для всех канонических систем I–VII и
IX–XIV найдены допускаемые алгебры Ли. Поскольку эти ал-
гебры зависят от произвольных функций, следовательно, они
бесконечномерны. Для приведенной системы VIII доказана те-
орема 3 о конечномерности допускаемой алгебры Ли. Найдены
допускаемые алгебры для канонических C-систем. Дано инвари-
антное определение C-систем, не зависящее от приведенной фор-
мы: трехмерная аффинная управляемая система является C-сис-
темой, если она допускает трехмерную алгебру Ли. Доказана
теорема 5, что C-системы это трехмерные строго L1-системы.

4. Структуры допускаемых алгебр

В этом разделе трехмерные алгебры, допускаемые трехмер-
ными управляемыми системами, распределены по существую-
щей классификации трехмерных алгебр Ли. Классификацию ал-
гебр Ли над полем комплексных чисел размерностью не более

четырех дал еще С. Ли [16, § 137]. Над полем действительных
чисел классификация алгебр размерностью не более трех дана

Л. Бианки в [43]. Доказательство классификации алгебр Ли над
полем комплексных чисел размерностью не более трех можно

найти в [44, 45]. А в книге [46, с. 72–73] классификация алгебр
Ли над полем действительных чисел размерностью не более че-
тырех приведена без доказательства.

Автор позволил себе в § 4.1 привести классификацию трех-
мерных алгебр Ли над полем действительных чисел с доказа-
тельством, так как попутно с ним найдены инварианты, помо-
гающие классификации алгебр Ли допускаемых управляемыми

системами. Приведенное доказательство несколько отличается
от существующего.
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§ 4.1. Классификация трехмерных алгебр Ли

В параграфе исследуется структура конечномерных алгебр

Ли над полем действительных чисел, допускаемых трехмерны-
ми аффинными управляемыми системами. В разд. 3 было дока-
зано (теорема 3), что если трехмерная аффинная управляемая
система допускает конечномерную алгебру a1, то ее размерность
будет не больше трех. Для алгебры a0 этот факт доказан в [24].
Поэтому здесь рассмотрим, на какие классы эквивалентности

разбиваются алгебры Ли над полем действительных чисел раз-
мерностью не больше трех.

Для начала введем определения. Алгебру [a, a] будем назы-
вать PROIZWODNOJ ALGEBROJ алгебры a и будем обозначать a′.
Если a′ = 0, что означает для любых двух векторов X1, X2 ∈ a

коммутатор [X1, X2] = 0, то алгебра a называется ABELEWOJ.
Все абелевые алгебры одной размерности изоморфны друг дру-
гу. Аналогично определим и последующие производные: a(i) =
[a(i−1), a(i−1)]. Если существует такой номер i, что i-я производ-
ная равна нулю (a(i) = 0), то алгебра a называется RAZRE[IMOJ.

Для алгебр Ли размерности не более двух верна следующая

теорема.

Теорема 6 ( [44, с. 32]). l@BAQ ALGEBRA lI RAZMERNOSTI
NE BOLX[E DWUH IZOMORFNA ODNOJ IZ SLEDU@]IH ALGEBR:

dim a = 1: I. a′ = 0, a — ABELEWAQ ALGEBRA,

dim a = 2: I. a′ = 0, a — ABELEWAQ ALGEBRA,

II. a = span {X1, X2 }, [X1, X2] = X1.

Док а з а т е л ь с т в о. Предположим, что dim a = 2 и a′ 6= 0.
Для произвольного базиса X1, X2 алгебры a мы имеем a′ =
span { [X1, X2] }. Выбираем вектор X1 так, чтобы выполнялось
равенство a′ = span {X1 }. Тогда [X1, X2] = aX1, где a ∈
R, a 6= 0. Заменяя X2 вектором a−1X2, придем к равенству

[X1, X2] = X1. Что и требовалось доказать.
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Классы эквивалентности трехмерных алгебр описываются

следующей теоремой.

Теорема 7. l@BAQ TREHMERNAQ ALGEBRA lI NAD POLEM R

IZOMORFNA ALGEBRE a S BAZISOM X1, X2, X3 ∈ a, IME@]EJ ODNU
IZ NIVESLEDU@]IH STRUKTUR:

I. [X1, X2] = 0, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = 0,
II. [X1, X2] = 0, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = 0,

III. [X1, X2] = 0, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X1,
IV. [X1, X2] = 0, [X2, X3] = X1 +X2, [X3, X1] = −X1,
V. [X1, X2] = 0, [X2, X3] = X2, [X3, X1] = −X1,

VI. [X1, X2] = 0, [X2, X3] = qX2, [X3, X1] = −X1,
|q| > 1,

VII. [X1, X2] = 0, [X2, X3] = −X1 + qX2, [X3, X1] = −X2,
q2 < 4,

VIII. [X1, X2] = −X3, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = X2,
IX. [X1, X2] = X3, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = X2.

Для доказательства этой теоремы нам понадобится доказать

несколько вспомогательных лемм.
Сначала определим матрицу структурных констант C трех-

мерной алгебры Ли. Пусть a — алгебра Ли, dim a = 3, и
X1, X2, X3 образуют в алгебре a базис. Определим векторы

X1 = [X2, X3], X2 = [X3, X1], X3 = [X1, X2] и разложим их по
базису алгебры:

X1 = [X2, X3] = c11X1 + c12X2 + c13X3,

X2 = [X3, X1] = c21X1 + c22X2 + c23X3,

X3 = [X1, X2] = c31X1 + c32X2 + c33X3.

Полученные равенства можно представить в матричной записиX1

X2

X3

 =

c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33

X1

X2

X3

 . (4.1)
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Матрица C = (cij) структурных констант алгебры Ли полно-
стью определяет структуру алгебры. Для краткости будем за-
писывать уравнение (4.1) в виде Xi = CXi. Однако не любая
матрица C определяет алгебру Ли.

Лемма 1. aNTIKOMMUTATIWNAQ ALGEBRA a, OPREDELQEMAQ
SOOTNO[ENIQMI (4.1), QWLQETSQ ALGEBROJ lI TOGDA I TOLXKO
TOGDA, KOGDA PRISOEDINENNAQ MATRICA C∗ MATRICY C QWLQET-
SQ SIMMETRI^ESKOJ MATRICEJ (C∗T = C∗).

Док а з а т е л ь с т в о. Для того чтобы a была алгеброй Ли,
достаточно показать, что для базисных векторов X1, X2, X3

выполняется тождество Якоби

[X1, [X2, X3]] + [X2, [X3, X1]] + [X3, [X1, X2]] = 0.

Нетрудно видеть, что это равенство эквивалентно равенству

[X1, X
1] + [X2, X

2] + [X3, X
3] = 0.

Раскрывая коммутаторы и приводя подобные члены, получим
следующее уравнение:(

(c23c11 − c13c21)− (c32c11 − c31c12)
)
X1 +

+
(
(c23c12 − c13c22)− (c32c21 − c31c22)

)
X2 +

+
(
(c31c23 − c21c33)− (c13c32 − c12c33)

)
X3 = 0.

Так как векторы X1, X2, X3 — базис алгебры a, то каждый
коэффициент при базисном векторе равен нулю. Следовательно,
матрица алгебраических дополнений симметрическая, а значит,
и присоединенная матрица C∗ симметрическая. Лемма доказа-
на.

Найдем, как при переходе от одного базиса алгебры к дру-
гому, изменяется матрица структурных констант C. Пусть X̃1,
X̃2, X̃3 — новый базис алгебры a, для которого

X̃i = C̃X̃i. (4.2)
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Обозначим через P невырожденную матрицу перехода от ста-
рого базиса к новому X̃i = PXi, тогда имеют место равенства

X̃1 = [X̃2, X̃3] = (p22p33 − p23p32)X1+ (p23p31 − p21p33)X2+

+ (p21p32 − p22p31)X3,

X̃2 = [X̃3, X̃1] = (p32p13 − p33p12)X1+ (p33p11 − p31p13)X2+

+ (p31p12 − p32p11)X3,

X̃3 = [X̃1, X̃2] = (p12p23 − p13p22)X1+ (p13p21 − p11p23)X2+

+ (p11p22 − p12p21)X3.

Коэффициенты при Xi образуют матрицу алгебраических до-
полнений матрицы P . Заменяя ее на выражение detP (P−1)T ,
получим

X̃i = detP (P−1)TXi = detP (P−1)TCXi =
= detP (P−1)TCP−1X̃i.

Следовательно, при переходе от старого базиса к новому матри-
ца структурных констант C алгебры Ли преобразуется так:

C̃ = detP (P−1)TCP−1.

Итак, мы доказали следующую лемму:

Лемма 2. dWE ALGEBRY lI, ZADANNYE SOOTNO[ENIQMI (4.1)
I (4.2), IZOMORFNY TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA SU]ESTWUET
NEWYROVDENNAQ MATRICA Q, TAKAQ ^TO

C̃ =
QTCQ

detQ
. (4.3)

Здесь Q = P−1.
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Замечание 3. pO POSTROENI@ MATRICY C dim a′ = rankC
(SM. (4.1)). tAK KAK PRI PEREHODE K NOWOMU BAZISU PREOBRAZOWA-
NIE (4.3) NE MENQET RANGA MATRICY C, TO dim a′ QWLQETSQ INWA-
RIANTOM ALGEBRY lI.

Лемма 3. pUSTX MATRICY C I C̃ SWQZANY SOOTNO[ENI-
EM (4.3) I Q NEWYROVDENNAQ MATRICA. tOGDA MATRICA C̃ SIM-
METRI^ESKAQ TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA C — SIMMETRI^E-
SKAQ MATRICA.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть C̃ — симметрическая матрица,
т. е. C̃T = C̃. Тогда(

QTCQ

detQ

)T
=
QTCQ

detQ
,

или, применяя формулу транспонирования произведения ма-
триц, получим

QTCTQ

detQ
=
QTCQ

detQ
.

Следовательно, CT = C. Что и требовалось доказать.

Следствие 1. CIMMETRI^NOSTX ILI NESIMMETRI^NOSTX MA-
TRICY STRUKTURNYH KONSTANT QWLQETSQ INWARIANTNYM SWOJ-
STWOM ALGEBRY lI.

Теперь приступим к доказательству теоремы 7.

Док а з а т е л ь с т в о теоремы 7. Если dim a′ = 0, то в этом
случае a— абелевая алгебра. Ей соответствует первая структу-
ра из условия теоремы.

Пусть dim a′ = 1. Выберем X1 так, чтобы a′ = span {X1 }.
Тогда структурная матрица алгебры a будет имеет вид C =
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(
c11 0 0
c21 0 0
c31 0 0

)
. Согласно лемме 3 симметрическая и несимметриче-

ская структурные матрицы определяют неизоморфные алгебры

Ли. Если матрица C — симметрическая (c21 = c31 = 0, c11 6= 0),
то, преобразуя эту матрицу по формуле (4.3) с помощью матри-

цы Q =
(
c−1
11 0 0
0 1 0
0 0 1

)
, ее можно привести к виду

(
1 0 0
0 0 0
0 0 0

)
. Алгебре

с такой матрицей структурных коэффициентов соответствует

вторая структура из условия теоремы 7.
Рассмотрим случай несимметрической матрицы C. Если

c21 6= 0, то, применяя матрицу Q =
(

1 0 0
−c11/c21 1 −c31

0 0 c21

)
, преобра-

зуем C к виду

(
0 0 0
1 0 0
0 0 0

)
. Алгебре с такой матрицей структурных

коэффициентов соответствует третья структура из условия те-
оремы 7. Если же c21 = 0, то c31 6= 0 (так как C несимметриче-

ская). В этом случае C с помощью матрицы Q =
(

1 0 0
0 0 c31

−c11/c31 1 0

)
преобразуется к тому же виду

(
0 0 0
1 0 0
0 0 0

)
.

Итак, при dim a′ = 1, если матрица структурных коэффици-
ентов симметрическая, алгебра Ли изоморфна алгебре второго
типа из условия теоремы 7, а иначе алгебра Ли изоморфна ал-
гебре третьего типа.

Рассмотрим случай когда dim a′ = 2. Пусть векторыX1 иX2

образуют базис алгебры a′, а вектор X3 дополняет их до базиса

в алгебре a. Как следует из теоремы 6, алгебра a′ может быть
абелевой или неабелевой. Пусть она имеет структуру второго
типа из теоремы 6, тогда матрица структурных коэффициен-
тов будет выглядеть так: C =

(
c11 c12 0
c21 c22 0
1 0 0

)
. Из леммы 1 следу-

ет, что матрица структурных коэффициентов должна удовле-
творять уравнению C∗T = C∗. Присоединенная матрица имеет
вид C∗ =

(
0 0 0
0 0 0
−c22 c12 d

)
, где d = c11c22 − c12c21. Следовательно,

c12 = c22 = 0. Но тогда rankC = 1, что противоречит предполо-
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жению dim a′ = 2. Значит, a′ — абелева алгебра. Следователь-
но, мы можем выбрать базис X1, X2, X3, для которого

[X1, X2] = 0,
[X1, X3] = αX1 + βX2, (4.4)
[X2, X3] = γX1 + δX2,

где матрица T =
(
α β
γ δ

)
является невырожденной матрицей.

Запишем два последних уравнения в матричном виде:[(
X1

X2

)
,

(
X3

X3

)]
= T

(
X1

X2

)
. (4.5)

Если базис X1, X2, X3 алгебры a удовлетворяет соотношени-
ям (4.4), то матрица структурных коэффициентов будет иметь

вид C =
(

γ δ 0
−α −β 0
0 0 0

)
. Нетрудно видеть, что матрица C∗ является

симметрической матрицей. Следовательно, матрица C опреде-
ляет алгебру Ли.

Покажем, что при переходе к новому базису матрица T
меняется следующим образом:

T̃ = ρMTM−1, (4.6)

где M — невырожденная матрица, а ρ ∈ R
1 и ρ 6= 0.

Переход к новому базису будем осуществлять в два приема.
Сначала меняем базис алгебры a′:

(
Y1
Y2

)
= M

(
X1
X2

)
, где M —

невырожденная матрица. При этом равенство (4.5) перейдет в[(
Y1

Y2

)
,

(
X3

X3

)]
= M

[(
X1

X2

)
,

(
X3

X3

)]
= MT

(
X1

X2

)
=

= MTM−1

(
Y1

Y2

)
.
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Затем меняем вектор X3 на Y3 = ρX3 + Z, где Z ∈ a′. Тогда
получим, что[(

Y1

Y2

)
,

(
Y3

Y3

)]
= ρ

[(
Y1

Y2

)
,

(
X3

X3

)]
+
[(
Y1

Y2

)
,

(
Z
Z

)]
=

= ρMTM−1

(
Y1

Y2

)
.

Итак, мы доказали, что алгебры Ли, определенные матрица-
ми T и T̃ , изоморфны тогда и только тогда, когда существуют
невырожденная матрица M и число ρ ∈ R и ρ 6= 0 такие, что
верно равенство (4.6).

Равенство (4.6) позволяет для классификации алгебр Ли

использовать классификацию подобных матриц второго порядка

над полем R. Любую невырожденную матрицу T с помощью

преобразования подобия MTM−1, где M не вырождена, можно
привести к одной из следующих канонических форм (см. [47, гл.
VII, §8]):(

λ1 0
0 λ2

)
,

(
λ 0
0 λ

)
,

(
λ 0
1 λ

)
,

(
µ ν
−ν µ

)
. (4.7)

Чтобы определить, какому именно виду подобна исходная
матрица T , нужно найти корни характеристического уравне-
ния λ2− λ trT + detT = 0. Если корни λ1 и λ2 действительны и

различны (tr2 T > 4 detT ), то T подобна первой матрице (4.7).
Если корни комплексные (λ = µ ± iν), тогда T подобна послед-
ней матрице (4.7). Третью и четвертую матрицы (4.7) лучше
записать в других канонических видах

(
λ 0
λ λ

)
,
(

0 |λ1|
−|λ1| λ1+λ2

)
со-

ответственно. Если же корни совпадают (tr2 T = 4 detT ), тогда
надо найти их геометрическую кратность (n − rank(T − λE)),
где n = 2 — порядок матрицы T . Если геометрическая крат-
ность корня λ равна 2, то матрица T подобна второй матрице,
иначе— третьей матрице (4.7). Третья матрица является Жор-
дановой клеткой второго порядка. Умножив матрицы (4.7) на ρ,
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мы можем привести их к виду(
1 0
0 q

)
,

(
1 0
0 1

)
,

(
1 0
1 1

)
,

(
0 1
−1 q

)
. (4.8)

Различным значениям q соответствуют неизоморфные ма-
трицы T , за исключением первой матрицы ряда (4.8). Эти ма-
трицы изоморфны, если коэффициенты q и q̃ связаны соотноше-
нием qq̃ = 1. Поэтому для первой матрицы (4.8) нужно ограни-
чить значение параметра q: |q| > 1.

Матрицам T (4.8) соответствуют следующие матрицы струк-
турных коэффициентов: 0 q 0

−1 0 0
0 0 0

,
 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

,
 1 1 0
−1 0 0
0 0 0

,
−1 q 0

0 −1 0
0 0 0

.
(4.9)

Cтруктурные матрицы (4.9) определяют алгебру Ли со струк-
турами следующих типов из условия теоремы 7: первая — ше-
стого типа, вторая — пятого типа, третья — четвертого типа,
а четвертая — седьмого типа.

Осталось рассмотреть случай dim a′ = 3. В этом случае ма-
трица C невырожденная, и из равенства C∗T = C∗ следует, что
и сама матрица C симметрическая. Вспомним, что при перехо-
де к другому базису матрица C преобразуется по формуле (4.3).
Невырожденную матрицу Q можно представить в виде произве-
дения ортогональной матрицы O на симметрическую S (см. [47,
с. 233] ««полярное разложение»»). Тогда формула (4.3) примет
вид C̃ = det−1(S)STOTCOS. Как известно [47, с. 251], сим-
метрическую матрицу ортогональным преобразованием OTCO
можно свести к диагональному виду, причем диагональные эле-
менты являются собственными числами симметрической ма-

трицы C =
(
α 0 0
0 β 0
0 0 γ

)
. Конгруэнтное преобразование STCS не
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меняет сигнатуры матрицы C, не может ее изменить и умноже-
ние на det−1(S). Следовательно, сигнатура матрицы C является
инвариантом.

Пусть все собственные числа матрицы C будут одного знака,

тогда, применяя матрицу S =
(√

βγ 0 0
0
√
γα 0

0 0
√
αβ

)
, преобразуем

C к виду

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
. Алгебре с такой матрицей структурных

коэффициентов соответствует девятая структура из условия

теоремы 7.
Если собственные числа матрицы C разных знаков, то (без

ограничения общности) можем считать α, β числами одного

знака, а γ — другого. Тогда, применяя матрицу

S =

√−βγ 0 0
0

√
−γα 0

0 0
√
αβ

 ,

преобразуем C к виду

(
1 0 0
0 1 0
0 0 −1

)
. Алгебре с такой матрицей

структурных коэффициентов соответствует восьмая структура

из условия теоремы 7. Теорема доказана.

Замечание 4. ~ISLO NEIZOMORFNYH STRUKTUR NAD POLEM
KOMPLEKSNYH ^ISEL BUDET MENX[E, ^EM NAD POLEM DEJSTWITELX-
NYH ^ISEL. aLGEBRY TIPA VII IZOMORFNY ALGEBRAM TIPA VI, A
TIPA VIII — ALGEBRAM TIPA IX.

Замечание 5. aLGEBRY TIPOW I–VII IZ TEOREM 6 I 7 QWLQ@T-
SQ LIBO ABELEWYMI (a′ = 0), LIBO DLQ NIH WERNO USLOWIE a′′ = 0.
sLEDOWATELXNO, \TI ALGEBRY RAZRE[IMYE. aLGEBRY TIPA VIII
I IX UDOWLETWORQ@T SOOTNO[ENI@ a′ = a, PO\TOMU ONI QWLQ-
@TSQ NERAZRE[IMYMI ALGEBRAMI. aLGEBRA VIII IZOMORFNA AL-
GEBRE sl(2,R), A ALGEBRA IX — o(3,R).
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§ 4.2. Структуры допускаемых алгебр Ли

Как отмечалось выше, среди аффинных трехмерных управ-
ляемых систем только системы, локально эквивалентные при-
веденной системе (2.1), допускают конечномерную алгебру a1. А
среди таких систем только C-системы допускают трехмерную
алгебру a1 (теорема 4). Для канонических C-систем в § 3.3 были
найдены допускаемые алгебры. Теперь исследуем их структу-
ры.
•Каноническая система (2.22)

ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,

ż = az2 tg (ax)u,
где a =

√
C1

2
, C1 > 0,

допускает алгебру a1 со следующим базисом:

X1 =
∂

∂y
,

X2 = y
∂

∂y
− z ∂

∂z
,

X3 = − 1
a2z

∂

∂x
+
(
y2

2
− 1

2a2z2

)
∂

∂y
− yz ∂

∂z
.

Эта алгебра Ли имеет структурные соотношения

[X1, X2] = X1, [X2, X3] = X3, [X3, X1] = −X2.

Алгеброй a0 для системы (2.22) является следующая одномер-
ная подалгебра: a0 = span {X1 }. Cтруктурным соотношениям
соответствует структурная матрица C =

(
0 0 1
0 −1 0
1 0 0

)
. Ранг ма-

трицы равен трем, а собственные числа имеют разные знаки.
Следовательно, в соответствии с доказательством теоремы 7,
эта алгебра изоморфна алгебре типа VIII.
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•Для канонических систем (2.25) и (2.26)
ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,

ż =
(
± e 2ax + 1/2az

2
)
u,

где a = 1/2
√
−C1, C1 < 0,

базис допускаемой алгебры a1 такой:

X1 =
∂

∂y
,

X2 =
1
a

∂

∂x
− y ∂

∂y
+ z

∂

∂z
,

X3 =
2
a
y
∂

∂x
− y2 ∂

∂y
+ 2

(
zy +

1
a

)
∂

∂z
.

Алгебра имеет структурные соотношения

[X1, X2] = −X1, [X2, X3] = −X3, [X3, X1] = −2X2,

которым соответствует структурная матрица C =
(

0 0 −1
0 −2 0
−1 0 0

)
.

Ранг матрицы C равен трем, а собственные числа имеют разные
знаки. Следовательно, в соответствии с доказательством теоре-
мы 7, эта алгебра изоморфна той же алгебре типа VIII. Эта
неразрешимая алгебра является простой, т. е. у нее нет идеа-
лов, отличных от нуля и ее самой. Она имеет нетривиальные,
только одномерные подалгебры, которые в соответствии с тео-
рией факторизации в категории AS [4] определяют факториза-
цию первого порядка управляемой системы.
•Для канонической системы (2.23)

ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,
ż = (x+ az)u,

где a = 1/2C2, C2 > 0,

базис допускаемой алгебры a1 следующий:

X1 =
∂

∂y
,
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X2 = e λ1y

(
∂

∂x
+ λ1

∂

∂z

)
,

X3 = e λ2y

(
∂

∂x
+ λ2

∂

∂z

)
,

где λ1, λ2 — корни уравнения λ2−aλ−1 = 0. Алгебра Ли имеет
структурные соотношения

[X1, X2] = λ1X2, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = −λ2X3,

и им соответствует структурная матрица C =
( 0 0 0

0 0 −λ2
0 λ1 0

)
.

Ранг этой матрицы равен двум. Выделим из нее матрицу T =(
−λ1 0

0 −λ2

)
. Собственные числа матрицы T действительные и

различные, следовательно, алгебра Ли изоморфна алгебре VI
типа.
•Для канонической системы (2.24)

ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,
ż = (−x+ az)u,

где a = 1/2C2, C2 > 0,

при C2 > 4 допускаемая алгебра a1 имеет тот же вид, что и
для (2.23), только λ1, λ2 являются корнями уравнения λ

2−aλ+
1 = 0. Эта алгебра также изоморфна алгебре Ли VI типа.

При условии 0 6 C2 < 4 каноническая система (2.24)
допускает алгебру a1 с базисом

X1 =
∂

∂y
,

X2 = e ay/2
(

cos by
∂

∂x
+
(
(a/2) cos by − b sin by

) ∂
∂z

)
,

X3 = e ay/2
(

sin by
∂

∂x
+
(
(a/2) sin by + b cos by

) ∂
∂z

)
,
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где a = C2/2, b =
√

1− C2
2/16. Алгебра a1 в этом случае имеет

такие структурные соотношения

[X1, X2] = (a/2)X2 − bX3,

[X2, X3] = 0,
[X3, X1] = −bX2 − (a/2)X3,

которым соответствует структурная матрица C =
(

0 0 0
0 −b −a/2
0 a/2 −b

)
.

Ранг этой матрицы равен двум. Выделим из нее матрицу T =(
−a/2 b
−b −a/2

)
. Собственные числа матрицы T комплексные, сле-

довательно, алгебра Ли изоморфна алгебре VII типа из условия
теоремы 7.

При условии C2 = 4 каноническая система (2.24) допускает
алгебру a1 с базисом следующего вида:

X1 =
∂

∂y
,

X2 = e y
(
∂

∂x
+

∂

∂z

)
,

X3 = e y
(
y
∂

∂x
+ (y + 1)

∂

∂z

)
.

Алгебра a1 в этом случае имеет такие структурные соотноше-
ния

[X1, X2] = X2, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = −X2 −X3,

которым соответствует структурная матрица C =
(

0 0 0
0 −1 −1
0 1 0

)
.

Ранг этой матрицы равен двум. Выделим из нее матрицу

T =
(−1 0
−1 −1

)
. Матрица T имеет единственное собственное чи-

сло кратности два, а геометрическая кратность собственного
числа равна единице. Следовательно, в соответствии c доказа-
тельством теоремы 7, эта алгебра Ли изоморфна алгебре IV ти-
па.
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Для канонических форм (2.23) и (2.24) допускаемая алге-
бра a0 совпадает с алгеброй a1 и имеет ту же структуру. Эти ал-
гебры разрешимые и имеют подалгебру, базисом которой явля-
ются векторы X2, X3. В соответствии с теорией факторизации
в категории AS [4] эти векторы определяют факторизацию вто-
рого порядка управляемой системы.

Выводы раздела

Исследована классификация алгебр Ли над полем действи-
тельных чисел размерностью не более трех. Найдены соответ-
ствующие инварианты, с помощью которых исследованы струк-
туры допускаемых алгебр для найденных автором канонических

C-систем.

5. Факторизация канонических систем

При изучении управляемых систем актуальной представля-
ется задача декомпозиции их на системы меньшей размерности.
Формальной реализацией такой задачи является факторизация

управляемой системы на факторобъекты.
Прежде чем применять методы факторизации к исходной си-

стеме, целесообразно перейти от нее к эквивалентной более про-
стой системе. В случае трехмерных систем в качестве простых
систем можно использовать канонические или приведенную сис-
темы.

Канонические системы I–VII, IX–XIV (с. 19–21) уже имеют
простой вид и достаточно хорошо изучены. Применение к ним
методов факторизации не дает ничего нового, в то время как
применение методов факторизации к приведенной системе мо-
жет существенно помочь в изучении этого типа систем. В этом
разделе рассмотрим задачу факторизации приведенной систе-
мы (2.1). При этом будем стремиться к максимальной декомпо-
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зиции управляемой системы, а именно исследуем возможность
приведения системы (2.1) к декомпозированному на три незави-
симые уравнения виду:

ẋ = a0(x) + a1(x)v,
ẏ = b0(y) + b1(y)v,
ż = c0(z) + c1(z)v,

(5.1)

где a1(x) 6= 0, b1(y) 6= 0, c1(z) 6= 0. Для достижения поста-
вленной цели используем аппарат t-кораспределений, разрабо-
танный В.И. Елкиным [4].

§ 5.1. Условия факторизации управляемых систем

Чтобы управляемая система (1.1) допускала факторизацию
порядка n−m в категории AS, необходимо и достаточно суще-
ствование регулярного инволютивного распределения D ранга

p = n−m, для которого справедливы соотношения

[fi, D] ⊂ D + LF , i = 0, r, (5.2)

где LF — направляющее распределение ассоциированного аф-
финного распределения системы (1.1) [4, с. 226]. Эти соотноше-
ния можно записать с помощью семейства векторных полей

[fi, Zj ] =
p∑

k=1

hkij(y)Zk +
r∑

k=1

κ
k
ij(y)fk, i = 0, r, j = 1, p,

(5.3)

где hkij и κ
k
ij — неизвестные функции, подлежащие исключению.

Семейство векторных полей Zk, k = 1, p, должно быть инволю-
тивным, так как оно порождает инволютивное распределение
D. Уравнение (5.3) представляет собой систему дифференци-
альных уравнений в частных производных первого порядка с

одинаковой главной частью относительно компонент векторов
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Zk. В эту систему входят также неизвестные параметрические
функции hkij и κ

k
ij , которые сильно затрудняют поиск фактор-

систем. В работе [4] рекомендуется вести поиск факторсистем в
двойственной форме.

Для того чтобы найти факторсистему системы (1.1), необ-
ходимо найти агрегаты этой системы. Двойственный подход к
вопросу факторизации заключается в том, что ведется поиск
кораспределения, интегралами которого являются агрегаты ис-
ходной системы. Вполне интегрируемое кораспределение Q, ин-
тегралами которого являются агрегаты системы (1.1), называ-
ется FAKTORIZU@]IM кораспределением или F-KORASPREDELENI-
EM системы (1.1).

В терминах F-кораспределений условие факторизации мож-
но записать в следующем виде [4, с. 227]: вполне интегрируемое
кораспределение Q является F-кораспределением системы (1.1)
тогда и только тогда, когда кораспределение K ∩ Q является

регулярным и

Ct((K ∩Q)′) ⊂ Q. (5.4)

Если ранг F-кораспределения Q равен m, то Q определяет

m-мерную факторсистему. В этом случае говорят, что систе-
ма (1.1) допускает факторизацию порядка n−m.

Из (5.4) вытекает, что естественным образом выделяются

два типа F-кораспределений. Первый тип составляют F-кора-
спределения Q, которые удовлетворяют уравнению

K ∩Q = O, (5.5)

где O — нулевое кораспределение. Такие F-кораспределения на-
зываются TRIWIALXNYMI, так как они определяют факторсисте-
мы, эквивалентные тривиальной системе вида żk = vk, k = 1,m.

Введение второго типа F-кораспределений обусловлено тем,
что регулярное t-характеристическое кораспределение является
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вполне интегрируемым. Поэтому можно ввести такие F-кора-
спределения Q, что

Ct((K ∩Q)′) = Q. (5.6)

КораспределенияQ, удовлетворяющие условию (5.6), называют-
ся BAZISNYMI F-KORASPREDELENIQMI системы (1.1). Это понятие
не нужно путать с понятием базисной системы Пфаффа кора-
спределения.

Легко убедиться, что кокасательное расслоение T ∗N : y →
T ∗Ny является F-кораспределением системы (1.1). Определя-
емые им факторсистемы суть системы, эквивалентные систе-
ме (1.1). Условимся считать, что антипод кокасательного рас-
слоения — нулевое кораспределение O — является F-кораспре-
делением, хотя оно и не определяет никакой факторсистемы. То-
гда для каждого F-кораспределения Q справедливо представле-
ние

Q = Q1 ⊕Q2, (5.7)

где Q1 — некоторое базисное F-кораспределение, Q2 — некото-
рое тривиальное F-кораспределение.

Согласно (5.7) вопрос о нахождении F-кораспределений сво-
дится к вопросу о нахождении тривиальных и базисных F-ко-
распределений. Что касается тривиальных F-кораспределений,
то их описание является алгебраической задачей. Базисные
F-кораспределения находятся из дифференциальных соотноше-
ний (5.6). Заметим, что каждое базисное F-кораспределение Q
однозначно определяется t-кораспределением S ⊂ K, удовлетво-
ряющим условию

CtS ∩K = S. (5.8)

Действительно, если t-кораспределение S ⊂ K удовлетворя-
ет (5.8), то кораспределение Q = CtS удовлетворяет (5.6).
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Обратно, если Q удовлетворяет (5.6), то t-кораспределение S =
(K ∩Q)′ удовлетворяет (5.8).

t-Кораспределения S ⊂ K, удовлетворяющие условию (5.8),
будем называть FAKTORIALXNYMI t-кораспределениями систе-
мы (1.1).

В терминах систем Пфаффа условие (5.8) означает суще-
ствование базисной системы Пфаффа ассоциированного t-кора-
спределения K системы (1.1) вида

n∑
i=1

Ωk
i (y)dyi + Ωk

n+1(y)dt = 0, k = 1, d, (5.9, а)

n∑
i=1

Ωj
i (y)dyi + Ωj

n+1(y)dt = 0, j = d+ 1, q, (5.9, б)

в которой d уравнений (5.9, а) образуют такую систему Пфаффа,
что уравнения ее характеристической системы должны быть

линейно независимы (в каждой точке y) с уравнениями

n∑
i=1

Ωj
i (y)dyi = 0, j = d+ 1, q.

Очевидно, что если такая система Пфаффа (5.9) существует,
то уравнения (5.9, а) порождают факториальное t-кораспреде-
ление, а уравнения характеристической системы Пфаффа, по-
строенной для системы (5.9, а), порождают базисное F-корас-
пределение. Следовательно, для поиска факториальных t-кора-
спределений можно поступить следующим образом.

Возьмем произвольную базисную систему Пфаффа (1.5) t-ко-
распределения K и рассмотрим систему Пфаффа

Ωk =
q∑
j=1

λkj (y)
( n∑
i=1

ωji (y)dyi + ωjn+1(y)dt
)
, k = 1, d, (5.10)
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где λkj — неопределенные коэффициенты, причем rank ‖λkj ‖ = d.
Коэффициенты λkj следует определить из условия, чтобы урав-
нения (5.10) порождали факториальное t-кораспределение. Из
алгоритма построения характеристической системы вытекает,
что это приводит к дифференциальным соотношениям, которым
должны удовлетворять коэффициенты λkj .

Используя приведенный алгоритм, приступим к факториза-
ции изучаемых систем.

§ 5.2. Факторизация приведенной системы

Ассоциированное t-кораспределение K для приведенной сис-
темы (2.1)

ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,
ż = H(x, y, z)u,

Hx(x, y, z) 6= 0,

порождается базисной системой Пфаффа{
dx− z dy − dt = 0,
dz −H(x, y, z)dy = 0.

(5.11)

А кораспределение K порождается системой Пфаффа{
dx− zdy = 0,
dz −H(x, y, z)dy = 0.

(5.12)

Тривиальное F-кораспределение Y порождается любой диф-
ференциальной формой Пфаффа, не зависимой от уравнений сис-
темы (5.12).

Для того чтобы найти базисное кораспределение Q, будем
искать факториальные t-кораспределения S среди уравнений

системы (5.11).
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Так как S ⊂ K, то размерность t-кораспределения S равна
единице или двум. Пусть dimS = 2, следовательно, S = K.
Найдем характеристическое распределение CtS:

dx = 0,
dy = 0,
dz = 0.

(5.13)

Поскольку dim CtS = n = 3, то S определяет факторизацию ну-
левого порядка. А чтобы найти факторизацию первого порядка,
необходимо, чтобы ранг факториального t-кораспределения был
равен единице и его базисная система Пфаффа состояла из од-
ного уравнения.

Будем искать это уравнение в виде линейной комбинации

уравнений системы (5.11)

λ1(x, y, z)(dx− z dy − dt) + λ2(x, y, z)(dz −H dy) = 0.
(5.14)

t-Кораспределение S, порожденное уравнением (5.14), будет
факториальным, когда его характеристическая система уравне-
ний линейно несвязна с одним из уравнений системы (5.12), т. е.
rank CtS < 3. Очевидно, что второе уравнение Пфаффа систе-
мы (5.11) не является факториальным, так как характеристи-
ческая система этого уравнения эквивалентна системе (5.13),
следовательно, λ1 6= 0. Поэтому разделим уравнение (5.14) на
λ1 и обозначим λ2/λ1 = ν. Тогда

dx− z dy − dt+ ν(dz −H dy) = 0, (5.15)

где ν — неизвестная функция. Найдем характеристическую

систему этого уравнения
dx− (z + νH) dy + ν dz = 0,
(Hν)x dy − νx dz = 0,
(Hν)x dx+ (1 + νy + (Hν)z) dz = 0,
νx dx+ (1 + νy + (Hν)z) dy = 0.

(5.16)
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В системе (5.16) одно из уравнений функционально зависит от
остальных уравнений, поэтому его необходимо исключить из
системы. Если νx 6= 0, то система (5.16) будет эквивалентна
системе

dx− (z + νH) dy + ν dz = 0,
(Hν)x dy − νx dz = 0,
(1 + νy + zνx + (Hν)z −Hxν

2) dy = 0.
(5.17)

Если же νx = 0, то система (5.16) будет эквивалентна системе
dx− (z + νH) dy + ν dz = 0,
Hxν dy = 0,
Hxν dx+ (1 + νy + (Hν)z) dz = 0.

(5.18)

Чтобы существовала факторизация первого порядка, систе-
мы (5.17), (5.18) должны иметь ранг, равный двум. Для этого
необходимо и достаточно, чтобы коэффициент третьего уравне-
ния системы (5.17) был равен нулю. Следовательно, уравнение

zνx + νy +Hνz + (1 + νHz −Hxν
2) = 0 (5.19)

является условием факторизации приведенной системы.
Это уравнение является квазилинейным дифференциальным

уравнением в частных производных первого порядка и имеет

бесконечно много решений. Каждое решение ν уравнения (5.19)
определяет одномерное факториальное t-кораспределение Sν ,
порождаемое (5.15). Его характеристическое кораспределение
Qν = CtSν является двумерным факторизующим кораспреде-
лением, и его интегралы, будучи агрегатами приведенной сис-
темы, определяют двумерную факторсистему. Кораспределение
Qν порождается системой (5.16), в которой только два уравне-
ния являются независимыми.

Если приведенная система (2.1) обладает свойством Hy = 0,
то уравнение (5.19) имеет следующее решение: ν = −z/H.
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Декомпозиция первого порядка, найденная по этому решению,
является тривиальной, поскольку определяет очевидную фак-
торсистему{

ẋ = 1 + zu,
ż = H(x, z)u.

§ 5.3. Факторизация на независимые уравнения

Найденное выше условие факторизации (5.19) приведенной
системы показывает, что в категории AS аффинных управля-
емых систем имеются широкие возможности их факторизации.
Для различных решений ν уравнения (5.19) можно получить
разные двумерные факторсистемы. Попытаемся воспользовать-
ся этими возможностями для декомпозиции приведенной систе-
мы на независимые уравнения.

Условия существования такой декомпозиции получены в ра-
боте [48]. Рассмотрим аффинную управляемую систему (1.1) с
трехмерным фазовым пространством (n = 3) и с одним упра-
влением (r = 1):

ẏ = f0(y) + f1(y)u, y ∈ N ⊂ R
3, u ∈ R

1, (5.20)

и систему (5.1), декомпозированную на независимые уравнения.
Систему (5.1) можно рассматривать как систему, состоящую из
трех независимых одномерных факторсистем. Кроме того, пер-
вое и второе, первое и третье, а также второе и третье уравне-
ния образуют три двумерные факторсистемы. Поэтому, чтобы
преобразовать управляемую систему (5.20) к виду (5.1), нужно
найти три разные двумерные базисные F-кораспределения Q,
определяющих двумерные факторсистемы, которые обладают
специальными свойствами.

Теорема 8 ( [48]). pUSTX DLQ SISTEMY (5.20) SU]ESTWU-
@T TAKIE BAZISNYE F-KORASPREDELENIQ Qk, k = 1, 2, 3, RANGA 2,
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^TO
∑3

k=1Qk = T ∗M , Sk∩Sj = O, k, j = 1, 2, 3, GDE Sk — FAKTO-
RIALXNYE t-KORASPREDELENIQ, SOOTWETSTWU@]IE F-KORAcPREDE-
LENIQM Qk, I Qk ∩ Qj, k, j = 1, 2, 3, — WPOLNE INTEGRIRUEMYE
KORASPREDELENIQ RANGA 1. tOGDA SISTEMA (5.20) LOKALXNO \KWI-
WALENTNA SISTEME (5.1).

Док а з а т е л ь с т в о. Каждое кораспределение Qk, k = 1,
2, 3 имеет два функционально независимых интеграла, причем
можно так выбрать эти интегралы, что каждая пара кораспре-
делений Qk, Qj будет иметь общий интеграл, а именно инте-
грал кораспределения Qk ∩Qj . Пусть ϕ1(y1, y2, y3) — интеграл

кораспределения Q1 ∩Q2, ϕ2(y1, y2, y3) — интеграл кораспреде-
ленияQ2∩Q3, ϕ3(y1, y2, y3) — интеграл кораспределенияQ1∩Q3.
Покажем, что эти функции являются искомыми агрегатами,
т. е. определяют диффеоморфизм (или, иначе говоря, замену ко-
ординат) x = ϕ1(y1, y2, y3), y = ϕ2(y1, y2, y3), z = ϕ1(y1, y2, y3),
задающий эквивалентность между системой (5.20) и некоторой
системой вида (5.1). В новой системе координат x, y, z фактори-
альные t-кораспределения S1, S2, S3 порождаются уравнениями

Пфаффа следующего вида:

ω1
1(x, y)dx+ ω1

2(x, y)dy + ω1
3(x, y)dt = 0,

ω2
1(y, z)dy + ω2

2(y, z)dz + ω2
3(y, z)dt = 0, (5.21)

ω3
1(x, z)dx+ ω3

2(x, z)dz + ω3
3(x, z)dt = 0.

(В (5.21) первое уравнение порождает S1, второе — S2, тре-
тье — S3.) Функции ωk1 , ωk2 , k = 1, 2, 3, не равны нулю ни в какой
точке (x, y, z). Действительно, докажем, например, что ω1

1 6= 0.
Первая пара уравнений в (5.21) так же, как и любая другая пара
уравнений в (5.21), образует базисную систему Пфаффа ассоци-
ированного t-кораспределения K. Согласно определению факто-
риального t-кораспределения (5.8), уравнения Пфаффа dy = 0,
dz = 0, составляющие базисную систему Пфаффа кораспреде-
ления Q2 = CtS2, должны быть линейно независимы (в каждой
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точке) с уравнением ω1
1(x, y)dx+ω1

2(x, y)dy = 0. Следовательно,
ω1

1 6= 0.
Преобразуем уравнения (5.21) следующим образом:

dx = `1(x, y)dy + `2(x, y)dt,
dz = q1(y, z)dy + q2(y, z)dt, (5.22)
dx = h1(x, z)dz + h2(x, z)dt.

Так как каждое из уравнений (5.22) линейно выражается через
остальные два, то

`1(x, y) = h1(x, z)q1(y, z), (5.23)
`2(x, y)− h2(x, z) = h1(x, z)q2(y, z). (5.24)

Из (5.23) следует, что

`1(x, y) = α1(x)β1(y), q1(y, z) = α2(x)β2(y),

где αj , βj — некоторые функции. Так как

β1/β2 = h1(x, z)α2(z)/α1(x),

то β1/β2 = const. Поэтому можно положить β1(y) = β2(y) =
β(y). Следовательно, α1(x) = h1(x, z)α2(z). Из (5.24) имеем

`2(x, y)
α1(x)

=
q2(y, z)
α2(z)

+
h2(x, z)
α1(x)

.

Поэтому

`2(x, y)
α1(x)

= µ1(y) + ν1(x),
q2(y, z)
α2(z)

= µ2(y) + ν2(z),

где µj , νj — некоторые функции. Так как

µ1(y)− µ2(y) = ν2(z)− ν1(x) +
h2(x, z)
α1(x)

,
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то µ1(y) − µ2(y) = const и, следовательно, можно положить
µ1(y) = µ2(y) = µ(y).

Итак, первые два уравнения в (5.22), составляющие базис-
ную систему Пфаффа t-кораспределения K, линейным преобра-
зованием приводятся к виду

dx = α1(x)β(y)dy + α1(x)(µ(y) + ν1(x))dt,
dz = α2(z)β(y)dy + α2(z)(µ(y) + ν2(z))dt.

Определим два векторных поля

g0 =

 α1(x)ν1(x)
−µ(y)/β(y)
α2(z)ν2(z))

 , g1 =

 α1(x)
1/β(y)
α2(z))


и построим с их помощью управляемую систему

ẋ = α1(x)ν1(x) + α1(x)u,

ẏ = −µ(y)
β(y)

+
1

β(y)
u,

ż = α2(z)ν2(z) + α2(z)u,

(5.25)

которая эквивалентна системе (5.20). Так как управляемая сис-
тема (5.25) имеет вид (5.1), то теорема доказана.

§ 5.4. Факторизация канонических C-систем

В разд. 2 найдена классификация C-систем. Будем исследо-
вать задачу факторизации для каждой канонической C-систе-
мы.
•Рассмотрим каноническую систему (2.22) для класса (C1, 0)+

при C1 > 0
ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,

ż = az2 tg(ax)u,
где a = 1/2

√
C1,
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для которой функция H(x, y, z) = az2 tg(ax). Запишем условие
факторизации (5.19) для этой системы

zνx + νy + az2 tg(ax)νz + 1 + 2az tg(ax)ν − a2z2

cos2(ax)
ν2 = 0.

(5.26)

Так как функция H не зависит от y, то (как отмечалось выше)
функция ν1 = −z/H = − 1

az tg(ax) является решением уравне-
ния (5.26).

Соответствующее факториальное t-кораспределение Sν1 по-
рождается уравнением Пфаффа

dx− dz

az tg(ax)
− dt = 0.

Характеристическое кораспределение Qν1 порождается систе-
мой {

dx = 0,
dz = 0,

интегралами которого являются x и z, и определяет уже извест-
ную факторсистему{

ẋ = 1 + zu,

ż = az2 tg(ax)u.

Легко проверить, что функция ν2 = cos(ax)/az является ре-
шением уравнения (5.26). Факториальное t-кораспределение Sν2
порождается уравнением Пфаффа

dx− z(1 + sin(ax))dy + (cos(ax)/az)dz − dt = 0.

Подставим ν2 в систему (5.16) и построим F-кораспределе-
ние Qν2 :{

dx− z(1 + sin(ax))dy + (cos(ax)/az)dz = 0,
az cos(ax)dx+ (1 + sin(ax))dz = 0.
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Решением этой системы являются интегралы

Φ1 = z(1 + sin(ax)), Φ2 = yz(1 + sin(ax)) + cos(ax)/a.

Интеграл Φ1 не зависит от y, поэтому он является интегралом
также кораспределения Qν1 .

Теперь необходимо найти третье кораспределение Qν3 , кото-
рое бы удовлетворяло условию теоремы 8, т. е. кораспределение,
одним из интегралов которого должна быть функция Φ2, а дру-
гим — любой интеграл кораспределения Qν1 .

Среди факторизующих кораспределений будем искать такие,
интегралами которых являются x и Φ2, т. е. среди кораспреде-
лений вида (5.16) нужно найти кораспределение эквивалентное{

dx = 0,
z dy + y dz = 0.

(5.27)

Для этого уравнения (5.27) подставим в систему (5.16) и
получим, что функция ν3 должна удовлетворять следующему

условию:

ν3 =
−yz

z + yH
=

−y
1 + ayz tg(ax)

.

Легко проверить, что ν3 является решением уравнения (5.26),
т. е. t-кораспределение Sν3 является факториальным

dx− z

1 + ayz tg(ax)
dy − y

1 + ayz tg(ax)
dz − dt = 0.

Таким образом, мы имеем три t-кораспределения Sν1 , Sν2 и
Sν3 , которые удовлетворяют условию теоремы 8. Следовательно,
систему (2.22) можно декомпозировать на независимые уравне-
ния. Для этого необходимо сделать следующую замену перемен-
ных:

x̃ = x,
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ỹ = yz(1 + sin(ax)) + cos(ax)/a, (5.28)
z̃ = z(1 + sin(ax)),

где первое уравнение является интегралом кораспределения

Qν1 ∩ Qν3 , второе — интегралом кораспределения Qν2 ∩ Qν3 , а
третье — интегралом кораспределения Qν1 ∩Qν2 .

В новых координатах факториальные t-кораспределения Sν1 ,
Sν2 и Sν3 порождаются следующими уравнениями Пфаффа:

1
sin(ax̃)

dx̃− cos(ax̃)
az̃ sin(ax̃)

dz̃ − dt = 0,

−dỹ +
ỹ

z̃
dz̃ − dt = 0,

aỹ

cos(ax̃)(1 + aỹ tg(ax̃))
dx̃− 1

1 + aỹ tg(ax̃)
dỹ − dt = 0.

После некоторых преобразований эти уравнения примут следу-
ющий вид:

a dx̃

cos(ax̃)
− a tg(ax̃)dt =

dz̃

z̃
,

dỹ

ỹ
+
dt

ỹ
=
dz̃

z̃
,

dỹ

ỹ
+
dt

ỹ
=

a dx̃

cos(ax̃)
− a tg(ax̃)dt.

Эти три уравнения сводятся к двум равенствам

a dx̃

cos(ax̃)
− a sin(ax̃)

cos(ax̃)
dt =

dỹ

ỹ
+
dt

ỹ
=
dz̃

z̃
.

Приравняв каждую часть равенств к v dt и разделив их на dt,
получим управляемую систему

˙̃x = sin(ax̃) +
cos(ax̃)

a
v,

˙̃y = −1 + ỹv,
˙̃z = z̃v,

где v =
a cos(ax)

1 + sin(ax)
+

az

cos(ax)
u.

(5.29)
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Мы видим, что в новых переменных управляемая система
декомпозирована на три независимых уравнения, каждое из
которых является факторсистемой исходной системы (2.22).
•Рассмотрим каноническую систему (2.23) для класса (0, C2)+

при C2 > 0
ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,
ż = (x+ az)u,

где a = 1/2C2.

Для этой системы функция H имеет вид H = x + az. Запишем
условие факторизации (5.19) для системы (2.23)

zνx + νy + (x+ az)νz + (1 + νa− ν2) = 0. (5.30)

Так как функция H не зависит от y, то (как отмечалось
выше) функция ν1 = −z/H = −z

x+az является решением уравне-
ния (5.30).

Соответствующее факториальное t-кораспределение Sν1 по-
рождается уравнением Пфаффа

dx− z

x+ az
dz − dt = 0.

Характеристическое кораспределение Qν1 порождается систе-
мой {

dx = 0,
dz = 0,

интегралами которого являются x и z, и определяет уже извест-
ную факторсистему{

ẋ = 1 + zu,
ż = (x+ az)u.
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Чтобы найти другие факториальные t-кораспределения, бу-
дем искать решение уравнения (5.30) в виде ν = const. Тогда ν
является решением квадратного уравнения

1 + aν − ν2 = 0, (5.31)

которое всегда имеет два различных действительных корня

ν2/3 = 1/2a±
√

1 + (1/2a)2.

Этим корням соответствуют два факториальных t-кораспре-
деления. Корню ν2 соответствует факториальное t-кораспреде-
ление Sν2 , порождаемое уравнением

dx− (z + ν2x+ aν2z)dy + ν2 dz − dt = 0.

Его характеристическая система Qν2 состоит из уравнений{
dy = 0,
dx+ ν2 dz = 0.

Интегралами этой системы являются Φ1 = y и Φ2 = x + ν2z.
Интеграл Φ2 является также интегралом кораспределения Qν1 .

Корню ν3 соответствует факториальное t-кораспределение
Sν3 , порождаемое уравнением

dx− (z + ν3x+ aν3z)dy + ν3 dz − dt = 0.

Его характеристическая система Qν3 состоит из уравнений{
dy = 0,
dx+ ν3 dz = 0.

Интегралами этой системы являются Φ1 = y, Φ3 = x+ ν3z.
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Кораспределения Qν1 , Qν2 , Qν3 попарно имеют общие ин-
тегралы, следовательно, факториальные t-кораспределения Sν1 ,
Sν2 , Sν3 удовлетворяют условию теоремы 8. Замена переменных

x̃ = Φ2 = x+ ν2z,
ỹ = Φ1 = y,
z̃ = Φ3 = x+ ν3z,

(5.32)

определяемая этими t-кораспределениями декомпозирует исход-
ную систему (2.23) на независимые уравнения.

В новых координатах факториальные t-кораспределения Sν1 ,
Sν2 и Sν3 порождаются следующими уравнениями Пфаффа:

ν3z̃ dx̃− ν2x̃ dz̃

ν3z̃ − ν2x̃
− dt = 0,

dx̃− ν2x̃ dỹ − dt = 0,
dz̃ − ν3z̃ dỹ − dt = 0.

Эти три уравнения сводятся к двум равенствам

dx̃

ν2x̃
− dt

ν2x̃
= dỹ =

dz̃

ν3z̃
− dt

ν3z̃
.

Приравняв каждую часть этих равенств к v dt и разделив их
на dt, получим управляемую систему

˙̃x = 1 + ν2x̃v,
˙̃y = v,
˙̃z = 1 + ν3z̃v,

где v = u. (5.33)

Мы видим, что в новых переменных управляемая система
декомпозирована на три независимых уравнения, каждое из
которых является факторсистемой исходной системы (2.23).
•Рассмотрим каноническую систему (2.24) для класса (0, C2)−

при C2 > 0
ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,
ż = (−x+ az)u,

где a = 1/2C2.
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Для этой системы функция H имеет вид H = −x+az. Запишем
условие факторизации (5.19) для системы (2.24)

zνx + νy + (−x+ az)νz + (1 + aν + ν2) = 0. (5.34)

Факториальное t-кораспределение Sν1 с функцией ν1 = −z/H =
z

x−az определяет известную факторсистему{
ẋ = 1 + zu,
ż = (−x+ az)u,

системы (2.24).
Если a > 2, то уравнение (5.34) имеет два различных

постоянных решения ν2 и ν3, являющихся корнями квадратного
уравнения

1 + aν + ν2 = 0. (5.35)

В этом случае дальнейшие выкладки аналогичны выкладкам,
приведенным выше для системы (2.23) и с помощью замены пе-
ременных (5.32), где ν2 и ν3 — корни уравнения (5.35), управля-
емая система (2.24) приводится к виду

˙̃x = 1− ν2x
′u,

˙̃y = u,
˙̃z = 1− ν3z

′u.

(5.36)

При a = 2 уравнение (5.35) имеет только один корень ν2 =
−a/2, поэтому замену третьей переменной надо выбрать из со-
ображений невырожденности преобразования координат. Сле-
дующая замена переменных

x̃ = x− z,
ỹ = y,
z̃ = z
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приводит систему (2.24) при a = 2 к виду
˙̃x = 1 + x̃u,
˙̃y = u,
˙̃z = (z̃ − x̃)u.

В этой системе первое и второе уравнения независимые, и
они являются факторсистемой, а третье уравнение зависит от
первого.

Для управляемой системы (2.24) при 0 6 a < 2 не удалось
найти три факториальных t-кораспределения Sν1 , Sν2 и Sν3
удовлетворяющих теореме 8.
•Для класса (C1, 0)+, C1 < 0 при решении задачи факториза-

ции лучше рассмотреть представителя (2̃.25)
ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,

ż = −az2 cth(ax)u,
где a = 1/2

√
−C1,

для которого функция H(x, y, z) = −az2 cth(ax). Если условие
факторизации (5.19) применить к системе (2̃.25), то получим
уравнение

zνx + νy − az2 cth(ax)νz + 1−2az cth(ax)ν − a2z2

sh2(ax)
ν2 = 0.

(5.37)

Так как функция H не зависит от y, то (как отмечалось
выше) функция ν1 = −z/H = 1

az cth(ax) является решением

уравнения (5.37).
Соответствующее факториальное t-кораспределение Sν1 по-

рождается уравнением Пфаффа

dx+
dz

az cth(ax)
− dt = 0.
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Характеристическое кораспределение Qν1 порождается сис-
темой{

dx = 0,
dz = 0,

интегралами которого являются x и z, и определяет уже извест-
ную факторсистему{

ẋ = 1 + zu,

ż = −az2 cth(ax)u.

Легко проверить, что функция ν2 = sh(ax)
az является решени-

ем уравнения (5.37). Факториальное t-кораспределение Sν2 по-
рождается уравнением Пфаффа

dx− z(1− ch(ax))dy +
sh(ax)
az

dz − dt = 0.

Подставим ν2 в систему (5.16) и построим F-кораспределе-
ние Qν2 :dx− z(1− ch(ax))dy +

sh(ax)
az

dz = 0,

−az sh(ax)dx+ (1− ch(ax))dz = 0.

Решением этой системы являются интегралы

Φ1 = z(1− ch(ax)), Φ2 = yz(1− ch(ax)) + sh(ax)/a.

Интеграл Φ1 не зависит от y, поэтому он также является

интегралом кораспределения Qν1 .
Теперь необходимо найти третье кораспределение Qν3 , кото-

рое бы удовлетворяло условию теоремы 8, т. е. кораспределение,
одним из интегралов которого должна быть функция Φ2, а дру-
гим — любой интеграл кораспределения Qν1 .
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Среди факторизующих кораспределений будем искать такие,
интегралами которых являются x и Φ2, т. е. среди кораспреде-
лений вида (5.16) нужно найти кораспределение, эквивалентное{

dx = 0,
z dy + y dz = 0.

(5.38)

Для этого уравнения (5.38) подставим в систему (5.16) и
получим, что функция ν3 должна удовлетворять следующему

условию:

ν3 = − yz

z + yH
= − y

1− ayz cth(ax)
.

Легко проверить, что функция ν3 является решением уравне-
ния (5.37), т. е. t-кораспределение Sν3 является факториальным

dx− z

1− ayz cth(ax)
dy − y

1− ayz cth(ax)
dz − dt = 0.

Таким образом, мы имеем три t-кораспределения Sν1 , Sν2 и
Sν3 , которые удовлетворяют условию теоремы 8. Следовательно,
систему (2̃.25) можно декомпозировать на независимые уравне-
ния. Для этого необходимо сделать следующую замену перемен-
ных:

x̃ = x,

ỹ = yz(1− ch(ax)) + sh(ax)/a,
z̃ = z(1− ch(ax)),

где первое уравнение является интегралом кораспределения

Qν1 ∩ Qν3 , второе — интегралом кораспределения Qν2 ∩ Qν3 , а
третье — интегралом кораспределения Qν1 ∩Qν2 .

В новых координатах факториальные t-кораспределения Sν1 ,
Sν2 и Sν3 порождаются следующими уравнениями Пфаффа:

− dx̃

ch(ax̃)
+

sh(ax̃)dz̃
az̃ ch(ax̃)

− dt = 0,
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−dỹ +
ỹ dz̃

z̃
− dt = 0,

aỹ dx̃

sh(ax̃)(1− aỹ cth(ax̃))
− dỹ

1− aỹ cth(ax̃)
− dt = 0.

После некоторых преобразований эти уравнения примут следу-
ющий вид:

a dx̃

sh(ax̃)
+ a cth(ax̃)dt =

dz̃

z̃
,

dỹ

ỹ
+
dt

ỹ
=
dz̃

z̃
,

dỹ

ỹ
+
dt

ỹ
=

a dx̃

sh(ax̃)
+ a cth(ax̃)dt.

Эти три уравнения сводятся к двум равенствам

a dx̃

sh(ax̃)
+
a ch(ax̃)dt

sh(ax̃)
=
dỹ

ỹ
+
dt

ỹ
=
dz̃

z̃
.

Приравняв каждую часть этих равенств к v dt и разделив их
на dt, получим управляемую систему

˙̃x = − ch(ax̃) +
sh(ax̃)
a

v,

˙̃y = −1 + ỹv,
˙̃z = z̃v,

где v =
−a sh(ax)
1− ch(ax)

+
az

sh(ax)
u.

(5.39)

Мы видим, что в новых переменных управляемая система
декомпозирована на три независимых уравнения, каждое из
которых является факторсистемой исходной системы (2̃.25).
•Для класса (C1, 0)−, C1 < 0 при решении задачи факториза-

ции лучше рассмотреть следующего представителя (2̃.26):
ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,

ż = −az2 th(ax)u,
где a = 1/2

√
−C1,
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для которого функция H(x, y, z) = −az2 th(ax). Если условие
факторизации (5.19) применить к системе (2̃.26), то получим
уравнение

zνx + νy − az2 th(ax)νz + 1− 2az th(ax)ν +
a2z2

ch2(ax)
ν2 = 0.

(5.40)

Так как функция H не зависит от y, то (как отмечалось
выше) функция ν1 = −z/H = 1

az th(ax) является решением

уравнения (5.40).
Соответствующее факториальное t-кораспределение Sν1 по-

рождается уравнением Пфаффа

dx+
dz

az th(ax)
− dt = 0.

Характеристическое кораспределение Qν1 порождается сис-
темой{

dx = 0,
dz = 0,

интегралами которого являются x и z, и определяет уже извест-
ную факторсистему{

ẋ = 1 + zu,

ż = −az2 th(ax)u.

Легко проверить, что функция ν2 = − sh(ax) ch(ax)
az является ре-

шением уравнения (5.40). Факториальное t-кораспределение Sν2
порождается уравнением Пфаффа

dx− z ch2(ax)dy − sh(ax) ch(ax)
az

dz − dt = 0.
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Подставим ν2 в систему (5.16) и построим F-кораспределе-
ние Qν2 :dx− z ch2(ax)dy − sh(ax) ch(ax)

az
dz = 0,

2az sh(ax) ch(ax)dx+ ch2(ax)dz = 0.

Решением этой системы являются интегралы

Φ1 = z ch2(ax), Φ2 = yz ch2(ax)− sh(ax) ch(ax)/a.

Интеграл Φ1 не зависит от y, поэтому он является интегралом
и кораспределения Qν1 .

Теперь необходимо найти третье кораспределение Qν3 , кото-
рое бы удовлетворяло условию теоремы 8, т. е. кораспределение,
одним из интегралов которого должна быть функция Φ2, а дру-
гим — любой интеграл кораспределения Qν1 .

Среди факторизующих кораспределений будем искать такие,
интегралами которых являются x и Φ2, т. е. среди кораспреде-
лений вида (5.16) нужно найти кораспределение, эквивалентное{

dx = 0,
z dy + y dz = 0.

(5.41)

Для этого уравнения (5.41) подставим в систему (5.16) и
получим, что функция ν3 должна удовлетворять следующему

условию:

ν3 = − yz

z + yH
= − y

1− ayz th(ax)
.

Легко проверить, что функция ν3 является решением уравне-
ния (5.40), т. е. t-кораспределение Sν3 является факториальным

dx− z

1− ayz th(ax)
dy − y

1− ayz th(ax)
dz − dt = 0.
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Таким образом, мы имеем три t-кораспределения Sν1 , Sν2 и
Sν3 , которые удовлетворяют условию теоремы 8. Следовательно,
систему (2̃.26) можно декомпозировать на независимые уравне-
ния. Для этого необходимо сделать следующую замену перемен-
ных:

x̃ = x,

ỹ = yz ch2(ax)− sh(ax) ch(ax)/a,

z̃ = z ch2(ax),

где первое уравнение является интегралом кораспределения

Qν1 ∩ Qν3 , второе — интегралом кораспределения Qν2 ∩ Qν3 , а
третье — интегралом кораспределения Qν1 ∩Qν2 .

В новых координатах факториальные t-кораспределения Sν1 ,
Sν2 и Sν3 порождаются следующими уравнениями Пфаффа:

−dx̃+
dz̃

az̃ th(ax̃)
− dt = 0,

−dỹ +
ỹ dz̃

z̃
− dt = 0,

aỹ th(ax̃)dx̃
1− aỹ th(ax̃)

− dỹ

1− aỹ th(ax̃)
− dt = 0.

После некоторых преобразований эти уравнения примут следу-
ющий вид:

a th(ax̃)dx̃+ a th(ax̃)dt =
dz̃

z̃
,

dỹ

ỹ
+
dt

ỹ
=
dz̃

z̃
,

dỹ

ỹ
+
dt

ỹ
= a th(ax̃)dx̃+ a th(ax̃)dt.

Указанные преобразованные три уравнения сводятся к двум

равенствам

a th(ax̃)dx̃+ a th(ax̃)dt =
dỹ

ỹ
+
dt

ỹ
=
dz̃

z̃
.
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Приравняв каждую часть этих равенств к v dt и разделив их
на dt, получим следующую управляемую систему:

˙̃x = −1 +
cth(ax̃)

a
v,

˙̃y = −1 + ỹv,
˙̃z = z̃v,

где v = 2a th(ax) + az th(ax)u.

(5.42)

Мы видим, что в новых переменных управляемая система
декомпозирована на три независимых уравнения, каждое из
которых является факторсистемой исходной системы (2̃.26).

Выводы раздела

В этом разделе рассмотрена задача факторизации приведен-
ной системы (2.1) и найдены условия существования факториза-
ции в категории AS. С помощью общих методов факторизации
найдены факторсистемы для канонических C-систем. Показа-
но, что при соответствующей замене переменных канонические
C-системы декомпозируются на три независимых уравнения,
каждое из которых является факторсистемой исходной систе-
мы. Так как полученные управляемые системы более простые,
чем найденные в разд. 2, то их можно принять за канонические
C-системы, но они не являются приведенными.

6. Задача терминального управления

В качестве иллюстрации практического использования те-
ории, изложенной в монографии, рассмотрим пример решения
задачи терминального управления для аффинных управляемых

C-систем.
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Для аффинной управляемой системы (1.1)

ẏ = f0(y) +
s∑
j=1

fj(y)uj , y ∈ N ⊂ R
3,

c фазовым пространством N задача терминального управления

заключается в следующем. Заданы точки y0, yf ∈ N . Требуется
определить такое управление u(t), t ∈ [t0, T ] и соответствующее
решение y(t), t ∈ [t0, T ], что y(t0) = y0, y(T ) = yf . Задаче
терминального управления были посвящены многочисленные

исследования (см. обзор [49], а также [5, 50]).
При решении задачи терминального управления представля-

ется целесообразным перейти от исходной системы к эквива-
лентной системе наиболее простого вида, для нее решить задачу
терминального управления и затем с помощью обратного пре-
образования перенести решение в исходную систему. В качестве
систем простого вида можно использовать канонические формы

существующей классификации управляемых систем.

§ 6.1. C-Системы класса (0, C2)
+

Рассмотрим каноническую форму класса (0, C2)+ C-систем
в факторизованном виде (5.33)

ṗ = 1 + ν2pu,
q̇ = u,
ṙ = 1 + ν3ru,

(6.1)

где ν2 = a/2 +
√

1 + (a/2)2, ν3 = a/2 −
√

1 + (a/2)2 являются

корнями квадратного уравнения 1 + aν − ν2 = 0 (a = 1/2C2,
C2 > 0).

Наша задача состоит в нахождении такого управления u(t) и
соответствующего решения (p(t), q(t), r(t)) системы (6.1), кото-
рое бы связало начальную точку (p0, q0, r0) фазового простран-
ства с конечной точкой (pf , qf , rf ).
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Так как система (6.1) факторизована на независимые урав-
нения, то теперь каждое уравнение можно проинтегрировать
независимо от других. Решения системы (6.1) можно записать
в следующем виде:

p(t) =
(
p0 +

t∫
0

e−ν2U(τ)dτ

)
eν2U(t),

q(t) = q0 + U(t),

r(t) =
(
r0 +

t∫
0

e−ν3U(τ)dτ

)
eν3U(t),

(6.2)

где функция U(t) определена так:

U(t) =

t∫
0

u(τ)dτ. (6.3)

Подставив в уравнения (6.2) координаты начальной и конечной
точек, получим уравнения

qf = q0 + U(T ), (6.4, а)

pf =
(
p0 +

T∫
0

e−ν2U(τ)dτ

)
eν2U(T ), (6.4, б)

rf =
(
r0 +

T∫
0

e−ν3U(τ)dτ

)
eν3U(T ). (6.4, в)

Из уравнения (6.4, а) выражаем U(T ) и подставляем в уравне-
ния (6.4, б) и (6.4, в). Разрешая их относительно интегралов,
получим

U(0) = 0, (6.5, а)
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U(T ) = qf − q0, (6.5, б)
T∫

0

e−ν2U(τ)dτ = pfe
−ν2(qf−q0) − p0, (6.5, в)

T∫
0

e−ν3U(τ)dτ = rfe
−ν3(qf−q0) − r0. (6.5, г)

Заметим, что уравнение (6.5, а) является следствием определе-
ния в уравнении (6.3) функции U(t).

Таким образом, чтобы решить поставленную задачу, необхо-
димо найти функцию U(t), удовлетворяющую уравнениям (6.5).
Тогда искомое управление u(t) найдем по формуле u(t) = U̇(t).

Анализируя уравнения (6.5), видим, что интегралы в левой
части всегда больше нуля. Поэтому решение задачи терминаль-
ного управления может существовать только тогда, когда коор-
динаты начальной и конечной точек удовлетворяют условиям

P = pfe
−ν2(qf−q0) − p0 > 0,

R = rfe
−ν3(qf−q0) − r0 > 0.

(6.6)

Для единообразия также обозначим Q = qf − q0.
Чтобы найти решение функциональных уравнений (6.5), не-

обходимо подобрать конкретную функцию U(t) с параметрами.
Причем число параметров в этой функции должно быть такое,
чтобы число неизвестных было не менее числа уравнений. В
нашем случае число уравнений — 4, в которые входит одно не-
известное T . Таким образом, функция U(t) должна зависеть как
минимум от трех параметров.

Рассмотрим функцию вида U(t) = u2t
2 +u1t+u0. Подставим

ее в уравнения (6.5). Из уравнения (6.5, а) следует, что u0 = 0.
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Оставшиеся уравнения приобретут вид

P =

T∫
0

exp(−ν2(u2t
2 + u1t)) dt,

Q = u2T
2 + u1T, (6.7)

R =

T∫
0

exp(−ν3(u2t
2 + u1t)) dt,

или, извлекая интегралы, получим систему

P =
√

π

4ν2u2
e
ν2u

2
1

4u2

(
erf
(
ν2(2Tu2 + u1)

2
√
ν2u2

)
− erf

(
ν2u1

2
√
ν2u2

))
,

Q = u2T
2 + u1T, (6.8)

R =
√

π

4ν3u2
e
ν3u

2
1

4u2

(
erf
(
ν3(2Tu2 + u1)

2
√
ν3u2

)
− erf

(
ν3u1

2
√
ν3u2

))
.

Таким образом, задача терминального управления свелась
к системе трансцендентных уравнений, для решения которой
можно применить различные численные методы.

Систему (6.8) можно рассматривать как преобразование

трехмерного пространства (u1, u2, T ) −→ (P,Q,R). Исследуем,
существует ли для него обратное преобразование. Для этого
нужно проверить якобиан преобразования на равенство нулю.
Ответ на этот вопрос дает следующая лемма.

Лемма 4. w PROSTRANSTWE PEREMENNYH u1, u2, T NE SU-
]ESTWUET TAKOJ OBLASTI, W KOTOROJ QKOBIAN PREOBRAZOWA-
NIQ (6.8) BYL BY RAWEN TOVDESTWENNO NUL@.

Док а з а т е л ь с т в о. Чтобы доказать утверждение, пред-
ставим преобразование (6.8) в виде композиции двух преобразо-
ваний

(u1, u2, T ) −→ (α, β, τ) −→ (P,Q,R).
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Первое преобразование (u1, u2, T ) −→ (α, β, τ) определим следу-
ющим образом:

α =
u1

2
√
u2
,

β =
√
u2,

τ = T
√
u2 +

u1

2
√
u2
.

(6.9)

Это преобразование является обратимым. Обратное имеет сле-
дующий вид:

u1 = 2αβ,
u2 = β2,

T =
τ − α
β

.
(6.10)

Подставляя (6.10) в систему (6.7), получим уравнения, опреде-
ляющие преобразование (α, β, τ) −→ (P,Q,R):

P =
exp(ν2α

2)
β

τ∫
α

exp(−ν2s
2) ds,

Q = τ2 − α2,

R =
exp(ν3α

2)
β

τ∫
α

exp(−ν3s
2) ds.

(6.11)

Если для сокращения объема выкладок ввести обозначения

P1 =

τ∫
α

exp(−ν2s
2) ds, R1 =

τ∫
α

exp(−ν3s
2) ds,

то система (6.11) запишется в виде
P =

exp(ν2α
2)

β
P1,

Q = τ2 − α2,

R =
exp(ν3α

2)
β

R1.

(6.12)
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Для этой системы запишем матрицу Якоби

J =
∂PQR

∂αβτ
=


1
β

(2ν2αβP − 1) −P
β
− P1τ

βP1α

−2α 0 2τ
1
β

(2ν3αβR− 1) −R
β
− R1τ

βR1α

 . (6.13)

Определитель ∆ матрицы J можно представить в таком виде:

∆ =
2R2

1

β3P1αR1α

(
α
(P1

R1

)
τ

+ τ
(P1

R1

)
α

+ 2τα(ν2 − ν3)
P1

R1

)
.

Если бы этот определитель был тождественно равен нулю

(∆ ≡ 0), то функция ϕ(α, τ) = P1/R1 была бы решением

дифференциального уравнения в частных производных αϕτ +
τφα+2ατ(ν2−ν3)ϕ = 0. Любое решение этого уравнения можно
представить в виде ϕ(α, τ) = f(τ2 − α2) exp(−(ν2 − ν3)α2), где
f — произвольная функция. Однако функцию P1/R1 в таком

виде представить нельзя, так как

P1

R1
=

(erf(τ
√
ν2)− erf(α

√
ν2))
√
ν3

(erf(τ
√
ν3)− erf(α

√
ν3))
√
ν2
.

Следовательно, не существует такой области в пространстве
параметров α, β, τ , в которой бы якобиан преобразования (6.11)
был бы равен нулю. Он может быть равен нулю только на

двумерных или одномерных поверхностях. Например, он равен
нулю на поверхности τ = α, но это противоречит условию
задачи терминального управления, так как условие τ = α
означает T = 0.

Пример. Для управляемой системы
ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,
ż = (x+ 2z)u,

(6.14)
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нужно найти такое управление u(t), которое бы переводило сис-
тему, например, из точки A с координатами (1, 1, 1) в точку B
с координатами (6, 0, 1/2).

Система (6.14) является канонической C-системой (2.23) в
которой a = 2. Задачу терминального управления сначала ре-
шим для факторизованной управляемой системы, а затем най-
денное решение перенесем для исходной управляемой системы.

Преобразование
p = x+ ν2z,
q = y,
r = x+ ν3z,

где ν2 = 1 +
√

2, ν3 = 1−
√

2, (6.15)

найденное в разд. 5 (см. (5.32)), переводит эту систему в систе-
му (6.1). При этом преобразовании управление u не меняется.
Обратное преобразование имеет вид

x =
pν3 − rν2

ν3 − ν2
,

y = q,

z =
r − p
ν3 − ν2

.

(6.16)

Преобразование (6.15) переводит точки A и B в точки Ã =
(2 +

√
2, 1, 2−

√
2) и B̃ = (61/2 + 1/2

√
2, 0, 61/2 − 1/2

√
2).

Теперь необходимо проверить, удовлетворяют ли координа-
ты точек Ã и B̃ условию (6.6). Если хотя бы одно из условий (6.6)
не выполняется, решение задачи с выбранными координатами
не существует. В нашем случае имеем P ≈ 77.16825825 > 0,
R ≈ 3.242503826 > 0, т. е. условия выполняются.

Для нахождения терминального управления следует решить

систему уравнений (6.8), которая в нашем случае будет иметь
вид
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u2T
2 + u1T = −1,√

π

4(1 +
√

2u2)
exp
(

(1 +
√

2)u2
1

4u2

)
×

×

(
erf
(

(1 +
√

2)(2Tu2 + u1)

2
√

(1 +
√

2)u2

)
− erf

(√
1 +
√

2u1

2
√
u2

))
= 77.168,

√
π

4(1−
√

2u2)
exp
(

(1−
√

2)u2
1

4u2

)
×

×

(
erf
(

(1−
√

2)(2Tu2 + u1)

2
√

(1−
√

2)u2

)
− erf

(√
1−
√

2u1

2
√
u2

))
= 3.242.

Численно решая данную систему с помощью универсального

математического пакета Maple Vr, получим следующее резуль-
тат:

T ≈ 4.896407707, u1 ≈ −0.8481401985, u2 ≈ 0.1315063773.

Таким образом, применяя терминальное управление

u(t) = 2u2t+ u1 = 0.2630127546t− 0.8481401985, (6.17)

попадаем из точки Ã в точку B̃ за время T = 4.896407707.
Подставив управление (6.17) в систему (6.2), получим решение
факторизованной системы

p(t) = (45.68487429 + 42.70545903 erf(0.5634576110t−
−1.816988120)) exp(0.3174844796t2 − 2.047591570t),

q(t) = 1 + 0.1315063773t2 − 0.8481401985t, (6.18)
r(t) = (2.829108206− 2.155054408 erfi(0.2333917842t−
−0.7526211220)) exp(−0.05447172497t2 + 0.3513111727t),

где функция erfi(x) = i erf(ix) является действительной функ-
цией.
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С помощью обратного преобразования (6.16) найдем решение
для исходной системы

x(t) = exp(0.3174844797t2 − 2.047591571t)
(
6.690394950 +

+6.254069686 erf(0.5634576110t− 1.816988120)
)

+

+ exp(−0.05447172510t2 + 0.3513111735t)
(
2.414794902 +

+1.839453998 erfi(−0.2333917842t+ 0.7526211220)
)
,

y(t) = 1 + 0.1315063773t2 − 0.8481401985t, (6.19)

z(t) = exp(0.3174844797t2 − 2.047591571t)
(
16.15204220 +

+15.09865984 erf(0.5634576110t− 1.816988120)
)
−

− exp(−0.05447172510t2 + 0.3513111735t)
(
1.000240799 +

+0.7619267929 erfi(−0.2333917842t+ 0.7526211220)
)
.

Таким образом, если к управляемой системе (6.14) приме-
нить управление (6.17), то решение (6.19) этой системы соеди-
нит точку A с точкой B.

На рисунке 1 изображены функции u(t), x(t), y(t), z(t).

§ 6.2. C-Системы класса (C1, 0)
+, C1 > 0

Рассмотрим следующую каноническую форму (2.22) из клас-
са (C1, 0)+, C1 > 0:

ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,

ż = az2 tg(ax)u,
a > 0.

Чтобы решить поставленную задачу терминального управления

для выбранной системы, предварительно декомпозируем эту

систему на независимые уравнения. В разд. 5 было показано,
что если сделать замену переменных (5.28)

x̃ = x,
ỹ = yz(1 + sin(ax)) + cos(ax)/a,
z̃ = z(1 + sin(ax)),
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Рис. 1. График функций u(t), x(t), y(t), z(t)

и замену управлений v = a cos(ax)
1+sin(ax) + az

cos(ax) u, то система (2.22)
преобразуется к декомпозированному виду (5.29)

˙̃x = sin(ax̃) +
cos(ax̃)

a
v,

˙̃y = −1 + ỹv,
˙̃z = z̃v.

Первое уравнение системы (5.29) можно свести к уравнению
Риккати с помощью замены переменных: p = tg(ax̃/2). Если
заменить ỹ на q, а z̃ на r, то система (5.29) примет вид

ṗ = ap+ ((1− p2)/2)v,
q̇ = −1 + qv,
ṙ = rv.

(6.20)

В системе (6.20) уравнение Риккати с произвольной функ-
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цией v(t) не интегрируется в квадратурах, поэтому исчерпыва-
ющего анализа этой системы провести не удалось.

Рассмотрим систему, состоящую только из двух последних
уравнений системы (6.20){

q̇ = −1 + qv,
ṙ = rv,

(6.21)

и найдем решения этой системы при произвольных управлени-
ях. Эти решения имеют видq(t) = q0 exp(V (t))− exp(V (t))

t∫
0

exp(−V (τ))dτ,

r(t) = r0 exp(V (t)),

(6.22)

где V (t) =
∫ t

0 v(τ)dτ . Если ввести функцию

S(t) =

t∫
0

exp(−V (τ))dτ,

тогда решения (6.22) можно записать в следующем виде:
q(t) =

q0 − S(t)
Ṡ(t)

,

r(t) =
r0

Ṡ(t)
.

(6.23)

По определению функция S(t) является произвольной монотон-
но возрастающей функцией, которая удовлетворяет условиям
S(0) = 0 и Ṡ(0) = 1.

Для системы (6.21) задача терминального управления сво-
дится к следующей постановке. Необходимо найти дважды ку-
сочно дифференцируемую, монотонную функцию S(t), удовле-
творяющую краевым условиям

S(0) = 0, Ṡ(0) = 1,
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Рис. 2. Область достижимости для точки (q0, r0), r0 > 0

Рис. 3. Область достижимости для точки (q0, r0), r0 < 0

S(T ) = q0 − r0qf/rf , Ṡ(T ) = r0/rf .

Соответствующее управление находится по формуле v(t) =
−S̈(t)/Ṡ(t).

Так как функция S(t) монотонно возрастающая, то должны
выполняться следующие неравенства: r0/rf > 0, q0 > r0qf/rf .
Эти неравенства для любой начальной произвольной точки

(q0, r0) задают область достижимости системы (6.21). Для слу-
чая r0 > 0, область достижимости показанна на рис. 2.

Рис. 3 иллюстрирует область достижимости при r0 < 0.
Снова вернемся к системе (6.20) и проведем анализ зада-

чи терминального управления, используя кусочно-постоянные
управления. Теперь для каждого уравнения системы (6.20) най-

– 107 –



дем стационарное управление, т. е. управление, при котором
уравнение имеет стационарное решение.

Уравнение ṗ = ap+ ((1− p2)/2)v имеет стационарное реше-
ние, если применить управление

v = − 2ap
1− p2

. (6.24)

Точки (p, v), где v — стационарное управление для p, являются
особыми точками. Множество особых точек для первого урав-
нения системы (6.20) изображено на рис. 4.

Рис. 4.Особые точки и направления движения для координаты p

Стационарное решение уравнения q̇ = −1 + qv будет получе-
но при управлении

v =
1
q
. (6.25)
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Особые точки для этого уравнения изображены на рис. 5.

Рис. 5. Особые точки движения для координаты q

Для уравнения ṙ = rv стационарное решение будет получено
при r = 0 или при v = 0. Особые точки для этого уравнения
изображены на рис. 6.

Рассмотрим решения системы (6.20) при постоянных упра-
влениях v0.

1√
a2 + v2

0

ln
(

(p− λ2)(p0 − λ1)
(p0 − λ2)(p− λ1)

)
= t,

1
v0

ln
(
qv0 − 1
q0v0 − 1

)
= t,

1
v0

ln
(
r

r0

)
= t,

(6.26)
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Рис. 6.Особые точки и направления движения для координаты r

где λ1 = (a +
√
a2 + v2

0)/v0, λ2 = (a −
√
a2 + v2

0)/v0. Исходя из
этих уравнений, определим напрвления движения при постоян-
ных управлениях в областях между особыми точками, и изобра-
зим их стрелками на рис. 4, 5, 6.

Анализируя рис. 4, укажем области достижимости для пер-
вого уравнения управляемой системы (6.20) при кусочно-по-
стоянном управлении. Для начальной точки p0 ∈] − 1, 1[ обла-
стью достижимости является вся прямая p ∈]−∞,+∞[. А если
p0 ∈]−∞,−1[, то в этом случае областью достижимости будет
этот же интервал. Аналогично, если p0 ∈]1,+∞[, то областью
достижимости будет интервал ]1,+∞[.

Соответственно для второго уравнения системы (6.20) обла-
стями достижимости при кусочно-постоянном управлении бу-
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дут следующие интервалы (рис. 5): при q0 ∈]0,+∞[ областью
достижимости является вся прямая q ∈] − ∞,+∞[; если q0 ∈
]−∞, 0[, то область достижимости совпадает с этим же интер-
валом.

Если для третьего уравнения системы (6.20) начальная точ-
ка r0 < 0, то и конечная точка r < 0, а если же r0 > 0, то
r > 0.

Таким образом, в трехмерном фазовом пространстве управ-
ляемой системы (6.20) мы можем отсечь области, для которых
задача терминального управления решена быть не может.

Если ограничиться только постоянными управлениями, то
задача терминального управления для системы (6.20) сводится
к решению следующей системы уравнений:

1√
a2 + v2

0

ln
(

(pf − λ2)(p0 − λ1)
(p0 − λ2)(pf − λ1)

)
=

=
1
v0

ln
(
qfv0 − 1
q0v0 − 1

)
=

1
v0

ln
(
rf
r0

)
= T, (6.27)

где p0, q0, r0 — координаты начальной точки, а pf , qf , rf — ко-
ординаты конечной точки и T — время движения из начальной

точки в конечную.
Из второго равенства системы (6.27), найдя управление v0 =

rf−r0
q0rf−qf r0 и подставляя его в первое уравнение системы, про-
веряем, удовлетворяет ли управление этому уравнению. Если
удовлетворяет, то задача терминального управления решена.
В противном случае следует рассмотреть кусочно-постоянное
управление.

Рассмотрим случай, когда управление является ступенчатой
функцией. Пусть эта функция имеет вид

v =
{
v1 0 6 t < t1,
v2 t1 < t.
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При таком управлении для решения задачи терминального

управления следует решить систему уравнений

1√
a2 + v2

1

ln
(

(p1 − λ1
2)(p0 − λ1

1)
(p0 − λ1

2)(p1 − λ1
1)

)
=

=
1
v1

ln
(
q1v1 − 1
q0v1 − 1

)
=

1
v1

ln
(
r1

r0

)
= t1,

1√
a2 + v2

2

ln
(

(pf − λ2
2)(p1 − λ2

1)
(p1 − λ2

2)(pf − λ2
1)

)
=

=
1
v2

ln
(
qfv2 − 1
q1v2 − 1

)
=

1
v2

ln
(
rf
r1

)
= t2,

где t2 = T − t1; λ1
1, λ1

2 — корни уравнения aλ+ ((1− λ2)/2)v1 =
0; а λ2

1, λ2
2 — корни уравнения aλ + ((1 − λ2)/2)v2 = 0. В

этой системе имеется четыре уравнения с пятью неизвестными

(v1, v2, p1, q1, r1), что дает некоторый простор для решения. Чи-
сленно решая систему и найдя v1, v2, получим управление v(t),
которое решает задачу терминального управления.

Выводы раздела

Факторизация канонических управляемых систем на незави-
симые уравнения позволяет найти решения систем либо в ква-
дратурах, либо при постоянных управлениях и проанализиро-
вать (решить) задачу терминального управления для C-систем.

Заключение

При исследовании трехмерных аффинных управляемых сис-
тем было использовано два подхода. Первый подход основывал-
ся на поиске преобразований, упрощающих системы и приво-
дящих их к более простому виду. Сюда же относится пробле-
ма классификации и поиска канонических форм. Второй подход
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состоял в поиске симметрий или допускаемых преобразований

управляемых систем.
В рамках первого подхода при поиске преобразования од-

ной приведенной системы к другой были найдены необходимые

условия локальной эквивалентности приведенных систем. Сим-
метричный вид этих условий позволил выделить новый тип

управляемых систем — C-системы. Для C-систем условия ло-
кальной эквивалентности являются не только необходимыми, но
и достаточными. Это дало возможность описать классы эквива-
лентности C-систем, т. е. установить их классификацию. Клас-
сы эквивалентности для C-систем обозначаются (C1, C2)+ и

(C1, C2)−, где C1 и C2 — действительные числа и C2 > 0. Ес-
ли C1 6= 0 и C2 6= 0, то классы пусты.

Для каждого класса эквивалентности C-систем, кроме клас-
са (C1, 0)−, C1 > 0, найдены представители, которые можно
принять за канонические формы.
•Класс (C1, 0)+, C1 > 0:

ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,

ż = az2 tg (ax)u,
где a = 1/2

√
C1.

•Класс (0, C2)+:
ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,
ż = (x+ az)u,

где a = 1/2C2.

•Класс (0, C2)−:
ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,
ż = (−x+ az)u,

где a = 1/2C2.
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•Класс (C1, 0)+, C1 < 0 (два представителя):
ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,

ż =
(
e 2ax + 1/2az

2
)
u,
где a = 1/2

√
−C1.


ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,

ż = −az2 cth(ax)u,
где a = 1/2

√
−C1.

•Класс (C1, 0)−, C1 < 0 (два представителя):
ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,

ż =
(
−e 2ax + 1/2az

2
)
u,
где a = 1/2

√
−C1.


ẋ = 1 + zu,
ẏ = u,

ż = −az2 th(ax)u,
где a = 1/2

√
−C1.

Для различных задач управления может быть удобным исполь-
зование различных представителей классов.

В рамках второго подхода при исследовании трехмерных аф-
финных управляемых систем (поиска симметрий) найдены до-
пускаемые алгебры Ли для 13 раннее известных [38] канониче-
ских систем I–VII и IX–XIV. Все допускаемые алгебры оказа-
лись бесконечномерными. Для приведенных систем типа VIII
доказана теорема о том, что для них допускаемые алгебры Ли
конечномерны и размерность их не больше трех.

Найдены допускаемые алгебры Ли для канонических C-сис-
тем. Они все оказались трехмерными. Доказана теорема о том,
что для приведенной системы допускаемая алгебра Ли явля-
ется трехмерной тогда и только тогда, когда система явля-
ется C-системой. На основании этой теоремы дано инвариант-
ное определение C-систем, не зависящее от приведенной формы:
трехмерная аффинная управляемая система является C-систе-
мой, если ее алгебра a1 трехмерная.
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Автором совместно с В.И. Елкиным доказана теорема о том,
что трехмерные алгебры, допускаемые C-системами, облада-
ют L-свойством. Следовательно, C-системы — это трехмер-
ные строго L1-системы. Таким образом, предложенная автором
классификация C-систем является классификацией трехмерных
строго L1-систем.

Допускаемая алгебра Ли является классификационным при-
знаком для трехмерных управляемых систем:

– если для трехмерной управляемой системы допускаемая

алгебра Ли бесконечномерна, то управляемая система экви-
валентна одной из 13 канонических форм по классифика-
ции [38];

– если допускаемая алгебра Ли конечномерна, то управляе-
мая система эквивалентна приведенной системе типа VIII
по классификации [38];

– если размерность допускаемой алгебры Ли равна трем, то
управляемая система является C-системой.

Исследована классификация алгебр Ли над полем действи-
тельных чисел размерностью не более трех. Найдены соответ-
ствующие инварианты, с помощью которых исследованы струк-
туры допускаемых алгебр для канонических C-систем. Эти до-
пускаемые алгебры распределены по существующей классифи-
кации, и выяснено, что для классов (C1, 0)+ и (C1, 0)−, где C1 6=
0, допускаемые алгебры неразрешимы, а для классов (0, C2)+

и (0, C2)− они разрешимы.
Рассмотрена задача факторизации аффинной управляемой

системы в категории AS. Применив метод факторизации аф-
финных управляемых систем, предложенный в [4, с. 237], к при-
веденной системе, получено условие существования факторси-
стем.
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И, наконец, найдены условия, при которых трехмерные аф-
финные управляемые системы декомпозируются на независи-
мые уравнения. Применив эти условия к каноническим C-систе-
мам, почти во всех случаях C-системы удалось декомпозировать
на независимые уравнения.

Рассмотрена задача терминального управления для двух

типов канонических C-системам. В качестве примера решена

задача терминального управления для конкретной C-системы.
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