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Полиномиальная разрешимость выпуклого квадратичного программирования


(Представлено академиком А.А.Дородницыным 16 IV 1979) 





(К сожалению, из-за отсутствия в шрифтах символов нестрогих неравенств, ниже используются символы строгих неравенств)





Рассмотрим задачу выпуклого квадратичного программирования (к.п.):


�


��	f(x) = 1/2 (x,Cx) + (d,x) = 1/2 S cijxixj + S djxj  (  min


��(1)


	(Ai, x) = S aijxj < bi,   i=1,2,...,m;  x О Rn


�


где C - целочисленная симметричная положительно-полуопределенная матрица, векторы d, Aj и скаляры bi также целочисленные.





Длиной входа задачи к.п. называется величина 





����	L = L1 + L2 = [ S log2(| cij | +1) + S log2(| di | + 1) ] +


(2)


����+ [ S log2(| aij | +1) + S log2(| bi | +1) + log2nm + 1]








которая определяет число двоичных символов, необходимых для записи (кодировки) входной информации задачи.


Под точным решением задачи к.п. понимается следующее: 


а) определить совместимость системы линейных неравенств; в случае совместимости установить, ограничен ли снизу функционал f(x) на множестве X Н Rn решений системы неравенств;


б) если ограничения совместны, и функционал на X  ограничен, точно найти его экстремальное значение f0 = t/s (t и s - взаимно простые целые числа), а также рациональный вектор x0 О X , где экстремум достигается.


В работе построен алгоритм точного решения задачи к.п., трудоемкость которого ограничена полиномом от длины входа L, т.е. показано, что к.п. принадлежит к классу P задач, разрешимых на детерминированных машинах Тьюринга за полиномиальное по входу время (1). Перейдем к построению алгоритма.


I. В (2) был построен алгоритм T определения совместности в Rn системы линейных неравенств:





(Ai, x) < bi,   i = 1,2,...,m





с полиномиальной по входу L2 трудоемкостью, где L2 определена формулой (2). Характеристики алгоритма T таковы: память O(n2+nm) чисел, каждое из которых имеет в двоичной системе записи с фиксированной запятой O(n L2) разрядов; над этими числами производится O(n3(n2+m)L2) элементарных операций +, -, *, :, Ц, max, min с точностью O(n L2) разрядов.


Таким образом, совместность системы линейных неравенств - ограничений задачи к.п. проверяется алгоритмом T. Ниже предполагается, что X № Ж.


Ограниченность снизу выпуклого квадратичного функционала на X эквивалентна совместности системы из n+m линейных неравенств и равенств относительно переменных (x, l) О Rn+m


Cx + d + S� �liAi = 0,


(3)


	li > 0,  i = 1,2,...,m





Вход системы (3) не превышает 2L, где L - вход задачи к.п. Поэтому совместность системы (3), а следовательно, и ограниченность снизу f(x) на X проверяется алгоритмом T с полиномиальной по L трудоемкостью. Для этого требуется O((n+m)5L) элементарных операций над O((n+m)L) разрядными числами. Таким образом, п. а) точного решения задачи к.п. исчерпан. В дальнейшем предполагается ограниченность снизу f(x) на X. В этих предположениях минимум квадратичного функционала достигается, причем можно показать, что оптимальное значение имеет вид f0 = t/s  (t и s - взаимно простые целые, 


| t |<25L, | s |<24L.


II. Покажем, что для точного нахождения оптимального значения f0 = t/s функционала достаточно определить совместимость 13L+2 систем Pk вида





(Ai, x) < bi,   i = 1,2,...,m


	f(x) <= tk/sk





причем целые числа tk и sk, задающие систему Pk, k=1,2,...,13L+2, не превосходят по модулю | tk | < 213L+2, | sk | < 28L+2. В самом деле, поскольку f0 О [-25L, 25L], то методом деления отрезка [-25L, 25L] пополам, проверяя на каждом шагесовместность системы Pk с соответсвующими tk и sk, можно за 13L+2 шагов найти приближенное значение f0 с aточностью 2-8L-2, т.е. найти такое число f = t13L+2/s13L+2, что





| f - f0 | = | f - t/s | < 2-8L-2, | s | < 24L





Из (4) вытекает, что дробь t/s - подходящая дробь числа f и может быть найдена разложением f в цепную дробь. Такимм образом, точное значение f0 находится по приближенному f за полиномиальное по L время: для этого требуется O(L) операций +, -, *, :, max, проводимых с точностью O(L) разрядов.над O(L) разрядными числами.





III. Построим теперь полиномиальный по L алгоритм определения совместности в Rn произвольной системы Pk, k=1,2,...,13L+2, задаваемой целыми числами tk и sk, | tk | < 213L+2, | sk | < 28L+2. Для этого потребуются две леммы, аналогичные леммам 1 и 2 из (2).





Л е м м а 1. Если система Pk совместна (т.е. tk/sk >t/s), то существует ее решение из евклидова шара S = {| x | || x || < 22L}.





Пусть 





q(x) = max {f(x)-tk/sk, (Ai, x) - bi}, i = 1,2,...,m





- невязка системы Pk в точке x О Rn. В частности, q(x) <= 0 тогда и только тогда, когда x - решение Pk.





Л е м м а 2. Если система Pk несовместна (т.е. tk/sk < t/s), то для любого x О Rn невязка q(x) > 2*2-15L.





Коль скоро леммы 1 и 2 установлены, для построения полиномиального алгоритма определения совместности систем Pk можно использовать те же рассуждения, что использовались в (2) для определения совместности систем линейных неравенств. Из лемм вытекает, что для определения совместности в Rn произвольной системы Pk достаточно найти такую точку x О Rn, что 





(5)	q(x) < qS + 2-15L





где qS - минимум невязки системы Pk на шаре S . В самом деле, в этом случае либо q(x) < 2-15L (система совместна), либо q(x) > 2*2-15L (система несовместна). В свою очередь, для отыскания требуемой точки x , удовлетворяющей (5), можно воспользоваться алгоритмом эллипсоидов (2, 3). Характеристики этого алгоритма в нашем случае таковы: для определения совместности каждой из систем Pk требуется память O(n2 + nm) чисел с длиной записи O(nL) двоичных разрядов; над этими числами производится O(n3(n2 + m)L) элементарных операций с точностью O(nL) разрядов.


Итак в п.п. II, III постоен полиномиальный по L алгоритм определения экстремального значения выпуклого квадратичного функционала при линейных ограничениях.





IV. Пусть оптимальное значение функционала f0 = t/s, | t |<25L, | s |<24L найдено. Для нахождения некоторой оптимальной точки задачи к.п. достаточно отыскать вектор x0ОRn, удовлетворяющий системе





(Ai, x) < bi,   i = 1,2,...,m


	f(x) < t/s





Решение этой совместной системы может быть получено следующим образом. Пусть X1 Н Rn - множество решений системы U1. Заменим в ней первое по порядку линейное неравество (A1, x) < b1, на равенство (A1, x) = b1 и определим совместность получившейся в результате такой замены системы. Если она несовместна, то первое линейное ограничение в U1 является избыточным (т.к. гиперплоскость, определяемая этим линейным ограничением, не пересекает X1) и отбрасывается. В противном случае равенство в первой строке фиксируется. Полученная таким образом система U2 имеет непустое множество решений X2 Н X1, при этом полное число ограничений в U2 не возросло, а число линейных ограничений - неравеств уменьшилось на 1. Далее заменим в U2 первое по порядку линейное неравество (A2, x) < b2 на равенство, определим совместность получившейся после замены системы и т.д. Через m шагов получим совместную систему Um+1, состоящую из одних только линейных равенств и квадратичного неравенства f(x) < t/s. Учитывая, что точка достижения минимума квадратичного функционала при r, 0<r<m, линейных ограничениях - равенствах с целыми коэффициентами - находится за полиномиальное по L время, получаем точное решение задачи к.п.
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