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ç‡È‰ÂÌ ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌ˚È ÒËÎ¸Ì˚È ÓÒÚ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ‰Îfl Â¯ÂÌËÈ „‡ÁÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ
ùÈÎÂ‡ Ò Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ÒÓÒÚÓflÌËfl ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓ„Ó „‡Á‡ ÅÓÁÂ–ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ ‚·ÎËÁË ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ„Ó
ÌÛÎfl ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ˚ ÔË ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ Ë ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÏÏÂÚËË.

 

Ç [1] ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌ‡ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌÓÒÚË Â¯ÂÌËÈ Á‡‰‡˜Ë äÓ¯Ë ‰Îfl Ó‰ÌÓÏÂÌ˚ı
ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ùÈÎÂ‡, ÂÒÎË Û‡‚ÌÂÌËÂ ÒÓÒÚÓflÌËfl „‡Á‡ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Ï
Ú‡Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ. é‰ÌÓ ËÁ ˝ÚËı ÛÒÎÓ‚ËÈ Ì‡Û¯‡ÂÚÒfl ÔË ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓÏ ÌÛÎÂ ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ˚ ‰Îfl ‚˚ÓÊ-
‰ÂÌÌÓ„Ó „‡Á‡ ÅÓÁÂ–ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡. ÑÂÚ‡Î¸ÌÓÂ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ˝ÚÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl ‚ [1], [2] ÔË‚ÂÎÓ Í ÒÎÂ‰Û-
˛˘ÂÈ ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍÂ. àÏÂÂÚÒfl „‡Á Ò ÌÛÎÂ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ Ë ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸˛, ‡ ˝ÌÚÓÔËfl Á‡‰‡-
ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ÒÚÂÔÂÌÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË Ò ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Ï ÏËÌËÏÛÏÓÏ. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, „‡Á ·Û-
‰ÂÚ “‚ÚÂÍ‡Ú¸” ÌÂÍÓÚÓÓÂ ‚ÂÏfl ‚ ÚÓ˜ÍÛ ÏËÌËÏÛÏ‡ ˝ÌÚÓÔËË, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ Ú‡Ï ·Û‰ÂÚ
‚ÓÁ‡ÒÚ‡Ú¸. Ç [1], [2] Ó·Ì‡ÛÊÂÌÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ Â¯ÂÌËfl. Ç ÌÂÍÓÚÓÓÏ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ ÔÓÍ‡-
Á‡ÚÂÎÂÈ ÒÚÂÔÂÌË Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÚÓÔËË ÔË ÒÚÂÏÎÂÌËË ÏËÌËÏÛÏ‡ ˝ÌÚÓÔËË Í ÌÛÎ˛ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚È
Ï‡ÍÒËÏÛÏ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ÒÚÂÏËÚÒfl Í ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË Ë ÁÓÌ‡ ̋ ÙÙÂÍÚ‡ (ÔÓ ‚ÂÏÂÌË Ë ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û)
ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛. Ç ÔÂ‰ÂÎÂ ËÏÂÂÏ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÚËÔ‡ 

 

δ

 

-ÙÛÌÍˆËË ÑË‡Í‡. ìÍ‡Á‡ÌÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó Â-
¯ÂÌËfl ÔÓ‰Ú‚ÂÊ‰‡ÂÚÒfl ˜ËÒÎÂÌÌ˚ÏË ‡Ò˜ÂÚ‡ÏË [1], ‡ Ú‡ÍÊÂ Ì‡È‰ÂÌÌ˚Ï ‡‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸Ì˚Ï Â¯ÂÌË-
ÂÏ [2].

èÓÒÎÂ ÚÓ„Ó Í‡Í ‚ [3], [4] ·˚ÎÓ ÒÓÓ·˘ÂÌÓ, ˜ÚÓ Û‰‡ÎÓÒ¸, Ì‡ÍÓÌÂˆ, ÒÓÁ‰‡Ú¸ ÒÚÓÎ¸ ÌËÁÍËÂ ÚÂÏÔÂ-
‡ÚÛ˚ Ë ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Ì‡ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÒÂÍÛÌ‰ ·ÓÁÂ-ÍÓÌ‰ÂÌÒ‡Ú Ë ˜ÚÓ ÔË ˝ÚÓÏ ·˚ÎË ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓ
Ó·Ì‡ÛÊÂÌ˚ ÔËÍË ÔÎÓÚÌÓÒÚË, ÛÍ‡Á‡ÌÌ‡fl ÚÂÏ‡ÚËÍ‡ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ‚ÂÒ¸Ï‡ ‡ÍÚÛ‡Î¸ÌÓÈ. Ç ‰‡ÌÌÓÈ ‡·Ó-
ÚÂ ÔÓ ÏÂÚÓ‰ËÍÂ [1], [2] Ì‡È‰ÂÌ ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌ˚È ÒËÎ¸Ì˚È ÓÒÚ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ‚ ÒÎÛ˜‡Â ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒ-
ÍÓÈ Ë ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÏÏÂÚËË.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â „‡ÁÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ùÈÎÂ‡ ‚ Î‡„‡ÌÊÂ‚˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı ‚
ÒÎÛ˜‡Â ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ (

 

ν

 

 = 1) Ë ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ (

 

ν

 

 = 2) ÒËÏÏÂÚËË (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [5, „Î. 2, §2, Ô. 8]):

„‰Â 

 

t

 

 – ‚ÂÏfl, 

 

q

 

 Ë 

 

x

 

 – Î‡„‡ÌÊÂ‚‡ Ë ˝ÈÎÂÓ‚˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, 

 

u

 

 – ÒÍÓÓÒÚ¸, 

 

v

 

 = 1/

 

ρ

 

 –
Û‰ÂÎ¸Ì˚È Ó·˙ÂÏ, 

 

ρ

 

 – ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸, 

 

s

 

 – ̋ ÌÚÓÔËfl, 

 

p

 

 – ‰‡‚ÎÂÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ ‰Îfl ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓ„Ó ÅÓÁÂ-„‡Á‡
ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â ‰‡ÌÌ˚Â

„‰Â 

 

v

 

0

 

, 

 

s

 

0

 

, 

 

β

 

, 

 

s

 

1

 

 fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË.
àÏÂÂÏ Ú‡ÍÊÂ

ÓÚÍÛ‰‡ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ

∂v
∂t
------- x

ν∂u
∂q
------– νuv

x
-------, ∂u

∂t
------ x

ν∂p
∂q
------+ 0,

∂s
∂t
----- 0,

∂x
∂t
------ u,= = = =

p v s,( ) A0
2
v

γ–
s

2α γ.⁄=

u 0 q,( ) 0, v 0 q,( ) v 0, s0 0 q,( ) s0q
β

s1, q 0 ∞),,[∈+= = =

ρ0 w( )w
ν

wd

0

x 0 q,( )

∫ q,=

x 0 q,( ) v 0q ν 1+( )[ ] 1/ ν 1+( )
.=

 

ìÑä 517.958:531.33
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Ç ÒÎÛ˜‡Â ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ Ë ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÏÏÂÚËË ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÒÏÂ¯‡ÌÌÛ˛
Á‡‰‡˜Û Ò ÛÒÎÓ‚ËÂÏ Ì‡ ÎÂ‚ÓÏ ÍÓÌˆÂ

 

u

 

(

 

t

 

, 0) = 0.
àÒıÓ‰Ì‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ‡ı êËÏ‡Ì‡:

í‡Í ÊÂ Í‡Í ‚ [1], ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ˜ËÒÎÂÌÌÓÂ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ ÔÓ fl‚ÌÓÈ ‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ ÒıÂÏÂ ·Â„Û-
˘Â„Ó Ò˜ÂÚ‡ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [5, „Î. 3, § 4, Ô. 2]). ç‡ ÓÒË 

 

q

 

 = 0 ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ Â¯‡ÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂ

 

r

 

+

 

 + 

 

r

 

–

 

 = 0. äËÚÂËÂÏ ÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍË fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡Û¯ÂÌËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl äÛ‡ÌÚ‡

˜ÚÓ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ÒËÎ¸ÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË 

 

q

 

 = 0.
Ç ÒÎÛ˜‡Â ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ ÒËÏÏÂÚËË 

 

ν

 

 = 1 ‰Îfl ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ 2

 

α

 

 = 

 

γ

 

 = 5/3, 

 

ρ

 

0

 

 = 0.5, 

 

s

 

0

 

 =
=

 

 

 

0.3, 

 

A

 

0

 

 = 0.5, 

 

β

 

 = 0.4, 

 

τ

 

 = 

 

h

 

 = 10

 

–2

 

 ÔË 

 

s

 

1

 

, ‡‚Ì˚ı 10–2 Ë 5 × 10–3 ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂ ÔÎÓÚÌÓÒÚË,
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‚ 40 Ë 200 ‡Á. Ç ÒÎÛ˜‡Â ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÏÏÂÚËË ν = 2 ‰Îfl ρ0 = 0.1, s0 = 0.5, A0 =
= 0.5 Ë ÔÂ‰˚‰Û˘Ëı ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ‚ 52 Ë 104 ‡Á‡ ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. ê‡Ò˜ÂÚ˚ ‚ÂÎËÒ¸ ‚ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÂ. äÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‡Ò˜ÂÚÌ˚ı ÒÎÓÂ‚ ~50. áÓÌ‡
ÓÒÚ‡ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ÔÓ q ÔÓfl‰Í‡ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı ¯‡„Ó‚.

í‡Í ÊÂ Í‡Í ‚ [2], Ì‡˜‡Î¸ÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ

‰‡ÂÚ ‡‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ ‚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒËÏÏÂÚËË ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

„‰Â ξ = tqαβ – 1/(ν + 1) fl‚ÎflÂÚÒfl ‡‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸ÌÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ, ‡ ÙÛÌÍˆËË V(ξ), U(ξ), X(ξ) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌ˚Ï ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚Ï Û‡‚ÌÂÌËflÏ:

Ò Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË ‰‡ÌÌ˚ÏË

ÖÒÎË ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ

ÚÓ ÔÓÎÛ˜‡˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍËÂ ÙÓÏÛÎ˚, „‰Â ξ ÒÚÂÏËÚÒfl Í ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË:

éÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ:

˜ÚÓ ÔÓ‰Ú‚ÂÊ‰‡ÂÚ ˝ÙÙÂÍÚ ÒËÎ¸ÌÓ„Ó ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÓÒÚ‡ ÔÎÓÚÌÓÒÚË.
Ä‚ÚÓ ·Î‡„Ó‰‡ÂÌ Ñ.Ç. ÅÛÎ„‡ÍÓ‚Û Á‡ ÔÓ„‡ÏÏÌ˚Â ‡Ò˜ÂÚ˚.

∂r+− ∂t⁄ x
νρc∂r+− ∂q⁄+− f +− , r+− u 2A0

α 2/
s0q

β
s1+( )

α
ρ γ 1–( )/2 γ 1–( )⁄ ,+−= =

c A0
α 2/

s0q
β

s1+( )
α
ρ γ 1–( )/2

, ρ γ 1–( ) r+ r––( )[ ] 4A0
α 2/

s0q
β

s1+( )
α

[ ]
2/ γ 1–( )–

,= =

f +− νu γ 1–( ) r+ r––( ) 4x g,+⁄±=

g αβ γ 1+( ) 1 4⁄( ) γ 1+( )/ γ 1–( )
s0q

β 1–( )γ2/ γ 1–( )
r+ r––( ) γ 1+( )/ γ 1–( )γ 1–

A0
α γ 1–( )–

s0q
β

s1+( ) –=

– 2α γ 1–+( ) γ 1–( ).⁄

τ ∆t, h ∆x, τ x
νρc h 1,<⁄= =

s t q,( ) s0q
β

=

v t q,( ) V ξ( ), u t q,( ) q
αβ

U ξ( ), x t q,( ) q
1/ 1 ν+( )

X ξ( ),= = =

dU ξ( ) dξ⁄ A0
2

X ξ( )[ ] ν ξ αβ 1 γ 1+( )⁄–[ ] X ξ( )[ ] ν
V ξ( )[ ] γ– 1– αβU ξ( ) νU ξ( ) V ξ( )[ ] 2γ–

X ξ( ) –⁄+{=

– V ξ( )[ ] γ–
2αβ γ} 1 X ξ( )[ ] 2ν

A0
2ξ2 αβ 1 ν 1+( )⁄–[ ] 2

V ξ( )[ ] γ– 1–
–{ }

1–
,⁄

dV ξ( ) dξ⁄ X ξ( )[ ] ναβU ξ( ) νU ξ( )V ξ( ) X ξ( ) A0
2

X ξ( )[ ] 2νξ αβ 1 γ 1+( )⁄–[ ] V ξ( )[ ] γ–
2αβ γ⁄–⁄+{ } ×=

× 1 X ξ( )[ ] 2ν
A0

2ξ2 αβ 1 γ 1+( )⁄–[ ] 2
V ξ( )[ ] γ– 1–

–{ }
1–
,

dX ξ( ) dξ⁄ U ξ( )=

U 0( ) 0, V 0( ) v
0
, X 0( ) v 0ν( )1/ ν 1+( )

.= = =

αβ 1 ν 1+( )⁄– 0,<

V ξ( ) o ξ 2αβ/ γ αβ 1 ν 1+( )⁄–[ ]{ }( ), U ξ( ) o ξ αβ/ αβ 1/ ν 1+( )–[ ]–( ).= =

ρ t q,( ) t
2αβ/ γ αβ 1/ ν 1+( )–[ ]{ }–

q
2αβ/γ

, u t q,( ) t
αβ/ αβ 1/ ν 1+( )–[ ]–
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