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ВВЕДЕНИЕ


При создании математического обеспечения для многопроцессорных вычислительных систем реального времени одной из основных задач является разработка алгоритмов нахождения допустимого расписания выполнения заданий, удовлетворяющего директивным срокам. Проблема поиска допустимых расписаний без учета затрат на прерывания и переключения и ограничений на структуру связей между процессорами исследовалась в ряде работ. Например, в [1] рассмотрен случай идентичных процессоров, в [2] - случай процессоров различной производительности. В настоящей работе рассматривается задача составления допустимого расписания в многопроцессорной системе с однотипными процессорами различной производительности при заданных директивных сроках. В отличие от [3] на структуру связей между процессорами накладываются некоторые ограничения и, кроме того, не предполагается, что директивные интервалы совпадают, а в отличие от [4] учитываются затраты на прерывания при выполнении заданий и переключения их с одного процессора на другой.


Разработаны алгоритмы, основанные на сведении исходной задачи к оптимизационным задачам на сетях.





ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ


Задано множество вычислительных заданий N = {1, 2,..., n}, выполняемых множеством процессоров P = {1, 2, ..., m}. Для каждого задания i ( N известны момент bi поступления запроса на его выполнение, директивный срок fi его завершения и объем Qi работы процессоров, необходимый для полного выполнения задания. Известна производительность sj каждого процессора j ( P. Задана величина (, являющаяся единицей измерения времени и временных характеристик (т.е. величины bi и fi кратны (). Если процессор j работает в течение интервала (, то им выполняется объем работы, равный sj(. В фиксированный момент времени каждым процессором может выполняться не более одного задания, а каждое задание выполняется не более чем одним процессором.


В моменты времени k( (k = 1, 2, ...) допускаются прерывания выполнения заданий и их переключения с одного процессора на другой. Если задание i ( N в момент времени k ( выполнялось процессором j ( P, в течение интервала времени (k (, (k+l) () (l = 1, 2, ...) не выполнялось ни одним процессором, а в момент времени (k + l) ( его выполнение было возобновлено процессором j' ( P (быть может, тем же самым), то будем говорить, что в момент времени k ( возникло прерывание выполнения задания i. Если при этом j ( j' (т.е. выполнение задания i было возобновлено другим процессором), то будем говорить, что в момент времени k ( задание i было переключено с процессора j на процессор j'. В последнем случае возможна ситуация, когда l = 0, т.е. в момент времени k ( задание i переключается с процессора j на процессор j' и его выполнение сразу же продолжается.


Предполагается, что выполнены следующие три условия. 


С1. Если задание непосредственно до прерывания (в момент времени k () выполнялось процессором j, то возобновить его выполнение (в некоторый момент времени (k + l - 1) () можно на любом процессоре j' ( P(j, k, k+l), где P(j, k, k+l) - заданное подмножество множества P (k = 1, 2, ...; l = 1, 2, ...).


С2. Затраты на обработку прерывания или переключения составляют величину q(j, j', k, k+l), т.е. если задание выполнялось процессором j в течение интервала (1, в момент времени k ( его выполнение было прервано и возобновлено в момент времени (k + l - 1) ( процессором j' ( P(j, k, k+l), которым оно выполнялось в течение интервала (2, то суммарный объем работы процессоров j и j' при этом составляет s j(1 + sj (2 - q(j, j', k, k+l).


С3. В каждый момент времени k ( число переключений в системе не должно превосходить заданную величину L(k).


Требуется определить, существует ли допустимое расписание выполнения множества заданий N, и если оно существует, то найти его.


Отметим, что в [4] выполнения условий С2 и С3 не предполагалось. Введение условия С2 необходимо по той причине, что при прерывании или переключении требуется дополнительная работа процессоров. Условие С3 описывает дополнительные ограничения вычислительной системы.


Остановимся на некоторых обозначениях и определениях.


Пусть T1= � EMBED Equation.3  ��� bi, T2 = � EMBED Equation.3  ���, T = T2 - T1, 


{Ik = (T1 + (k - 1)(, T1 + k(], k ( K} - разбиение интервала (T1, T2] на интервалы Ik длиной (, где K = {1, 2,..., T / (} - множество номеров всех интервалов Ik, Ki = {(bi - T1)/ ( + 1, ..., (fi - T1)/ (} - множество номеров тех интервалов Ik, на которых можно выполнять задание i. Без ограничения общности можно полагать, что T1 = 0 и что каждый интервал Ik целиком содержится в некотором интервале (bi, fi] (i ( N).


Расписанием выполнения работ N будем называть вектор-функцию R(t) = (R1(t), R2(t), ..., Rn(t)), удовлетворяющую следующим условиям:


1. На каждом интервале Ik (k ( K) функция Ri (t) (i ( N) постоянна и принимает одно из значений 0, 1, ..., m. Если Ri (t) = 0 при t ( Ik, то на интервале Ik задание i не выполняется; если Ri (t) = j (j ( P), то задание i выполняется процессором j (т.е. в пределах временного интервала Ik задание либо не выполняется, либо выполняется без прерываний и переключений).


2. Если Ri (t) = j (j ( P) при t ( Ik, то Rr(t) ( j при t ( Ik ни при каком r ( i, т.е. в каждый момент времени одним процессором может выполняться не более одного задания.


3. Если Ri(t) = j при t ( Ik, Ri(t) = 0 при t ( Ir (r = k + 1, ..., k + l - 1, l ( 1), Ri(t) = j' при t2 ( Ik+l, то j' ( P(j, k, k+l) (т.е. если задание непосредственно до прерывания (на временном интервале Ik) выполнялось процессором j, то возобновить его выполнение (на временном интервале Ik+l) можно любым процессором из множества P(j, k, k+l)) (условие С1).


4. Пусть для фиксированного i ( N Ik (k = k1, k2, ..., kr(i), 1 ( k1 < k2 < ... <kr(i) ( ¦K¦) - все такие интервалы, что Ri(t) ( 0 при t ( Ik, и пусть Ri(t) = j(kl) при t ( Ik1 (l = 1, 2, ..., r(i)). Тогда








� EMBED Equation.3  ��� - � EMBED Equation.3  ���j(kl+1), kl, kl+1) ( Qi, 


		


т.е. каждое задание выполняется полностью с учетом затрат на прерывания и переключения (условие С2).


5. Пусть для фиксированных i, j, k (i ( N, j ( P, 1 ( k ( ¦K¦ - 1), если для некоторых r ( 1 и j' ( P(j,k,k+r), j' ( j, Ri(t)=j при t ( Ik, Ri(t)=0 при t ( Ik+l.


Lijk = ( l = 1, ..., r - 1), Ri(t)=j' при t ( Ik+r; 0 в противном случае (т.е. Lijk = 1, если в момент времени k ( происходит переключение задания i с процессора j на другой процессор, и Lijk = 0 в противном случае). Тогда � EMBED Equation.3  ��� т.е. число переключений в каждый момент времени k( (k = 1, ..., ¦K¦ - 1) не превосходит L(k) (условие С3).


Расписание R(t) называется допустимым, если каждое задание i ( N выполняется в своем директивном интервале, т.е. Ri(t) = 0 при t ( bi и t > fi.


Сформулированная задача является NP-полной, поскольку в случае, когда m = 2, P(j, k, k+l) = {j} при всех j ( P, k ( K, l = 0, 1, ..., к ней сводится задача о разбиении, которая NP-полна [5].


Отметим, что каждому допустимому расписанию R(t) соответствует структура связей между процессорами, которая может изменяться в моменты времени k ((k = 1, ..., ¦K¦ - 1). А именно, если для некоторого задания i ( N Ri(t) = j при t ( Ik, Ri(t) = 0 при t ( Ir (r = k + 1, ..., k + l - 1); Ri(t) = j' при t ( Ik+l, где j' ( P(j, k, k+l), j' ( j (т.е. в момент времени k( согласно расписанию R(t) должно осуществиться переключение задания i с процессора j на процессор j'), то в момент времени k( процессоры j и j' связываются между собой для пересылки задания i с процессора j на процессор j'. При этом не должно быть нарушено ограничение на число связей (условие С3).





3. ПОСТРОЕНИЕ СЕТЕВОЙ МОДЕЛИ


В разд. 3 - 5 опустим условие С3 и исключим условие 5 из определения расписания. Для поиска допустимого расписания построим n-продуктовую потоковую сеть с графом G1 = (V1, A1) (рис. 1). Множество V1 состоит из следующих узлов:


vi, wi (i ( N) - источник и сток i-го продукта, соответствующие заданию i;


� EMBED Equation.3  ��� (k ( K, j ( P) - узлы, соответствующие началу и окончанию выполнения некоторого задания на интервале Ik процессором j.


Множество A1 состоит из следующих дуг: 


(vi, � EMBED Equation.3  ���), i ( N, j ( P, k ( Ki;


(� EMBED Equation.3  ���), k ( K, j ( P;


(� EMBED Equation.3  ���), k, k' ( K, k <  k', j' ( P(j, k, k');


(� EMBED Equation.3  ���), k ( Ki, j ( P, i ( N. 


Число узлов в сети G1 равно 2n + 2¦K¦m, а число дуг не превосходит 2¦K¦nm + ¦K¦2 m2/2. 
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Рис. 1. Фрагмент сети G1





Каждой дуге (a,b) сети G1 сопоставим два параметра: пропускную способность u(a, b) и стоимость c(a,b) единицы потока. Положим u(a,b) = 1 для всех 


(a,b) ( A1, c(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) = sj( при всех k ( K, j ( P, c(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) = - q(j, j', k, k') 


при всех k, k' ( K, k < k', j ( P, j' ( P(j, k, k'), 


(vi, � EMBED Equation.3  ���) = c(� EMBED Equation.3  ���,wi) = 0 при всех i ( N, k ( Ki, j (P.





СВЯЗЬ МЕЖДУ МНОГОПРОДУКТОВЫМ ПОТОКОМ


И ДОПУСТИМЫМ РАСПИСАНИЕМ


Установим связь между многопродуктовым потоком в сети G1 и допустимым расписанием. Рассмотрим n-продуктовый поток в сети G1. Здесь и всюду в дальнейшем будем рассматривать потоки, удовлетворяющие условию сохранения во всех внутренних узлах и ограничению по пропускной способности на дугах. Через fi(a,b) ((a,b) ( A1) будем обозначать величину потока i-го продукта по дуге (a,b). Будем искать целочисленный n-продуктовый поток f в сети G1, удовлетворяющий соотношениям:


� EMBED Equation.3  ���					(1) 


� EMBED Equation.3  ���         				(2)


� EMBED Equation.3  ���					(3)


т.е. величина потока i-го продукта, вытекающего из источника vi, равна 1, величина потока i-го продукта, втекающего в сток wi, равна 1, а стоимость потока i-го продукта не меньше Qi. Равенство fi(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) = 1 означает, что задание i в интервале Ik выполняется процессором j (т.е. Ri(t) = j при t ( Ik).


Для каждого целочисленного n-продуктового потока f в сети G1, удовлетворяющего соотношениям (1) - (3), построим расписание R(t) следующим образом: если fi(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) = 1, то положим Ri(t) = j при t ( Ik, а если fi(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) = 0 , то положим Ri(t) = 0 при t ( Ik. Поскольку поток f целочисленный и u(a,b) = 1 для всех (a,b) ( A, то в силу (1) и условия сохранения потока величина fi(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) принимает значения 0 или 1. Покажем, что R(t) - допустимое расписание.


Выполнение условия 1 определения расписания следует из построения R(t). По определению u(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) = 1. Поэтому если fr(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) = 1, то   fr(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) = 0 при r  ( i. Отсюда следует выполнение условия 2. Далее, если fi(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) = 1, fi(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) = 0 при r = k + 1, ..., k + l - 1 и всех j'( P, а fi(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) = 0, то j(( ( P(j, k, k+l) в силу построения сети G1, т.е. выполнены ограничения на структуру связей между процессорами (условие 3). Выполнение условия (4) следует из определения величин c(a,b) и (3). Кроме того, в силу построения R(t) неравенство Ri(t) ( 0 выполняется только при t ( Ik, k ( Ki. Следовательно, каждое задание i полностью выполняется в своем директивном интервале и расписание R(t) допустимое.


Теперь для каждого допустимого расписания R(t) построим целочисленный n-продуктовый поток f, удовлетворяющий соотношениям (1) - (3). Фиксируем i ( N. Пусть k1, k2 - соответственно минимальный и максимальный номер k, при котором Ri(t) ( 0 для t ( Ik. Пусть Ri(t) = j1 при t ( Ik, Ri(t) = j2 при t (Ik (j1, j2 ( P). Тогда определим f i(vi, � EMBED Equation.3  ���) = fi(� EMBED Equation.3  ���, wi) = 1. Для каждого интервала Ik, такого, что Ri(t) = j при t ( Ik (j ( P, k1 ( k ( k2), определим: fi(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) = 1, fi(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���)= 1, где k' = min {k0 > k: Ri(t) = j' ( 0 при t ( Iko}. Для всех остальных дуг (a,b) ( A положим fi(a,b) = 0.


Покажем, что f - поток. Если fi(a,b) = 1, то fr(a,b) = 0 при r ( i в силу условия 2 определения расписания. Следовательно, � EMBED Equation.3  ���( u(a,b). Выполнение условия сохранения потока в каждом внутреннем узле сети G1 следует из условий 2, 3 и определения f. Соотношения (1), (2) следуют из определения f, а соотношение (3) - из условия 4 определения расписания. Таким образом, доказано следующее утверждение.





Лемма 1.  Допустимое расписание (без учета условия С3) существует в том и только том случае, когда в сети G1 существует целочисленный n-продуктовый поток f, удовлетворяющий соотношениям (1) - (3).


Сформулируем задачу нахождения целочисленного n-продуктового потока f, удовлетворяющего соотношениям (1) - (3), в виде задачи целочисленного линейного программирования.


Найти такие целочисленные неотрицательные значения переменных f i(vi, � EMBED Equation.3  ���) (i ( N, k ( Ki, j ( P), fi(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) (i ( N, k ( K, j ( P), fi(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) (i ( N, k, k' ( K, k < k', j ( P, j' ( P(j, k, k'), fi(� EMBED Equation.3  ���, wi) (i ( N, k ( Ki, j ( P), которые удовлетворяют соотношениям (1) - (3) и соотношениям





fi(vi, � EMBED Equation.3  ���) + � EMBED Equation.3  ���		 (4) 


           i ( N, k ( K, j ( P,





fi(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) = � EMBED Equation.3  ���			 (5)


 		i ( N, k ( K, j ( P, 





fi(vi, � EMBED Equation.3  ���) ( 1, i ( N, k ( Ki, j ( P, 						(6) 


� EMBED Equation.3  ���(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) ( 1, k ( K, j ( P, 						(7)


� EMBED Equation.3  ���k, k' ( K, k < k', j ( P, 				(8)


 			j' ( P(j, k, k'),





 fi(� EMBED Equation.3  ���, wi) ( 1, i ( N, k ( Ki, j ( P. 					(9)





Cоотношения (4), (5) описывают условия сохранения потока во внутренних узлах сети G1. Соотношения (6) - (9) задают ограничения на пропускную способность дуг. В силу соотношений (1), (2) в случае, когда существует допустимое расписание, для каждого i ( N единица потока i-го продукта посылается из узла vi в узел wi, а пути этих потоков определяют допустимое расписание. При этом согласно соотношению (3) объем работы процессоров по выполнению каждого задания i(N не менее Qi.


Таким образом, для решения задачи нахождения допустимого расписания можно воспользоваться методами решения задач целочисленного и булева линейного программирования [6 - 9, 11].





НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ


     ДОПУСТИМОГО РАСПИСАНИЯ


Построим сеть с графом G2 = (V2, A2), добавляя к сети G1 новый источник v0, новый сток w0 и дуги (v0,vi), (wi, w0) для каждого i ( N (рис. 2).
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Рис. 2. Сеть G2.





Каждая дуга (a,b) ( A2 сети G2 имеет три параметра: нижнюю границу потока l(a,b) по дуге (a,b), пропускную способность (или верхнюю границу потока) u(a,b) дуги (a,b) и стоимость c(a,b) единицы потока по дуге (a,b). Положим l(v0,vi) = l(wi, w0) = u(v0, vi) = u(wi, w0) = 1, c(v0,vi) = c(wi, w0) = 0 для всех i ( N. Для всех остальных дуг (a,b) ( A2 положим l(a,b) = 0, а величины u(a,b) и c(a,b) определим так же, как в сети G1.


Пусть g1 - однопродуктовый поток в сетиG2, имеющий максимальную стоимость и пусть


c(g1) =� EMBED Equation.3  ��� - стоимость этого потока. (Величину c(g1) можно вычислить, например, с помощью алгоритма дефекта [10].)





Лемма 2. Для существования допустимого расписания (без учета условия С3) необходимо выполнение неравенства 


c(g1) ( � EMBED Equation.3  ���.							(10)


Доказательство. Предположим, что существует допустимое расписание R(t) выполнения заданий N (для которого не требуется выполнения условия 5 в определении расписания). Тогда по лемме 1 существует n-продуктовый поток f в сети G1, удовлетворяющий соотношениям (1) - (3). Построим поток g' в сети G2 следующим образом: g'(v0, vi)= g'(wi, w0) = 1 для всех i ( N; g'(a,b) = � EMBED Equation.3  ���для всех внутренних дуг (a,b) ( A2. Нетрудно видеть, что g' - поток. В силу (3) c(g') ( � EMBED Equation.3  ���, где c(g') - стоимость потока g'. Отсюда следует выполнение соотношения (10). Лемма доказана.





Построим сеть с графом G3= (V3,A3), добавляя к G1 новый источник v0, новый сток w0 и дуги (v0, v1), (wi,vi+1), i = 1,..., n - 1, (wn,w0) (рис. 3). Значения параметров l, u и c дуг сети G3 определим следующим образом: l(v0,v1) = u(v0,v1) =l(wi,vi+1) = u(wi,vi+1) = l(wn,w0) = u(wn,w0) = 1, c(v0,v1) = c(wi,vi+1) = c(wn,w0) = 0 (i = 1, ..., n - 1). Для всех остальных дуг (a,b) ( A3 положим l(a,b) = 0, а величины u(a,b) и c(a,b) определим так же, как в сети G1. 
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Рис. 3. Сеть G3.





Пусть h1 - однопродуктовый поток в сети G3, имеющий максимальную стоимость и пусть c(h1) = � EMBED Equation.3  ���- стоимость этого потока. (Величину c(h1) можно вычислить, например, с помощью алгоритма дефекта [10].)





Лемма 3. Для существования допустимого расписания (без учета условия С3) необходимо выполнение неравенства  


c(h1) ( � EMBED Equation.3  ���						 (11) 





Доказательство. Предположим, что существует допустимое расписание R(t) выполнения заданий N (для которого не требуется выполнения условия 5 в определении расписания). Тогда по лемме 1 существует n-продуктовый поток f в сети G1, удовлетворяющий соотношениям (1) - (3). Построим поток h' в сети G3 следующим образом: h'(v0,v1)= h'(wi,vi+1) = h'(wn,w0) = 1 (i = 1, ..., n - 1), 


h'(a,b) = � EMBED Equation.3  ��� для всех остальных внутренних дуг (a,b) ( A2. Нетрудно видеть, что h' - поток. В силу (3) c(h1) ( � EMBED Equation.3  ���, где c(h') - стоимость потока h'. Отсюда следует выполнение соотношения (11). Лемма доказана.


Согласно лемме 1 необходимым и достаточным условием существования допустимого расписания (без учета условия С3) является наличие в сети G1 n непересекающихся простых путей (1, (2, ..., (n, таких, что каждый путь (i соединяет узлы vi и wi (i ( N) и имеет длину, не меньшую Qi.


Согласно леммам 2, 3 необходимыми условиями существования допустимого расписания (без учета условия С3) являются следующие условия:


а) существование в сети G2 n непересекающихся простых путей (1, (2, ..., (n из v0 в w0, таких, что каждый путь (i соединяет узлы vi и wi (i ( N) и их суммарная длина не меньше � EMBED Equation.3  ���(N ;


б) существование простого пути в сети G3 из v0 в w0, проходящего через все дуги (wi,vi+1) (i = 1, ..., n - 1) и имеющего длину, не меньшую� EMBED Equation.3  ���.





6. УЧЕТ ОГРАНИЧЕНИЯ НА ЧИСЛО ПЕРЕКЛЮЧЕНИЙ


Рассмотрим случай, когда в системе имеются дополнительные ограничения в виде условия С3. В этом случае следует учитывать условие 5 в определении расписания. Дополнительно будем предполагать, что выполнены следующие два условия.


С4. Для фиксированных k, k' ( K (k < k') все множества P(j, k, k') (j ( P) совпадают (т.е. множество процессоров, на которые можно переключить задание, определяется только моментом прерывания и моментом возобновления выполнения). Будем обозначать это множество через P'(k, k').


С5. Для фиксированных j, j' ( P и k, k' ( K (k < k') величина q(j, j', k, k') представляется в виде суммы величин q1(j, k) и q2(j', k, k').


Для поиска допустимого расписания построим n-продуктовую сеть с графом G4 = (V4, A4) (рис.4). Множество узлов V4 содержит все узлы V1 и дополнительно узлы � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� (k ( K). Множество дуг A4 содержит все дуги A1, кроме (� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) (k, k' ( K, k < k', j' ( P(j, k, k')), и дополнительно содержит дуги (� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���), (� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) и (� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) (k, k' ( K, k < k', j ( P, j' ( P'(k, k')). Дуги A4 имеют следующие значения параметров (пропускная способность и стоимость единицы потока): u(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) = L(k), u(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) = u(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) = 1, c(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) = 0, c(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) = - q1(j, k), c(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) = - q2(j', k, k'). Значения параметров остальных дуг из A4 такие же, как значения параметров соответствующих дуг из A1.
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Рис. 4. Фрагмент сети G4





Число узлов в сети G4 равно 2n + 2¦K¦(m + 1), а число дуг не превосходит 2¦K¦nm + 2¦K¦m + ¦K¦2m/2 + ¦K¦. 


Лемма 4. Допустимое расписание (с учетом условий С3-С5) существует в том и только том случае, когда в сети G4 существует целочисленный n-продуктовый поток f, удовлетворяющий соотношениям (1)- (3).


Доказательство этого утверждения аналогично доказательству леммы 1. Ограничимся замечанием, что поскольку u(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���)=L(k) при всех k ( K, то для любого n-продуктового потока f, удовлетворяющего соотношениям (1) - (3), и любого k ( K число дуг (� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���), для которых fi(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) = 1 при некотором i ( N, не превосходит L(k). Следовательно, согласно расписанию, построенному по потоку f, число переключений в каждый момент времени k( (k ( K) не превосходит L(k).


Сформулируем задачу нахождения целочисленного n-продуктового потока f, удовлетворяющего соотношениям (1) - (3), в виде задачи целочисленного линейного программирования.


Найти такие целочисленные неотрицательные значения переменных fi(vi, � EMBED Equation.3  ���) (i ( N, k ( Ki, j ( P), fi(� EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���) (i ( N, k ( K, j ( P), fi(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) (i ( N, k ( K, j ( P), fi(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) (i ( N, k ( K), fi(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) (i ( N, k, k' ( K, k < k', j ( P(k, k'), fi(� EMBED Equation.3  ���,wi) (i ( N, k ( Ki, j ( P), которые удовлетворяют соотношениям (1) - (3), (6), (7), (9) и соотношениям





fi(vi, � EMBED Equation.3  ���) +� EMBED Equation.3  ��� i ( N, k(Ki, j ( P,


fi(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���)=fi(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���),				i ( N,   k ( K,   j ( P,


� EMBED Equation.3  ���fi(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���),= fi(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���), 			i( N,    k ( K,   j(P 


fi(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) =  � EMBED Equation.3  ���fi(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���),		i ( N,    k ( ki


� EMBED Equation.3  ��� fi(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���) ( 1,					k ( K,    j ( P,   i(N 


� EMBED Equation.3  ��� fi(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���)    (  L(k), 				k ( K,


� EMBED Equation.3  ��� fi(� EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ���)   (  1,	                     k, k'( K,    k' > k,    j ( P'(k, k'). 


Сформулируем необходимые условия существования допустимого расписания для случая, когда требуется выполнение условий С3 - С5. Аналогично тому, как с помощью сети G1 были построены G2 и G3 (рис. 2, 3), построим сети G5 = (V5, A5) и G6 = (V6, A6) с помощью сети G4. Дуги сетей G5 и G6 имеют три параметра: нижнюю и верхнюю границы потока и стоимость единицы потока. Пусть g2 и h2 - однопродуктовые потоки максимальной стоимости в сетях G5 и G6 соответственно и пусть 


с(g2) = � EMBED Equation.3  ��� 


c(h2) = � EMBED Equation.3  ���-


стоимости этих потоков. 


Лемма 4. Для существования допустимого расписания (с учетом условий С3 - С5) необходимо выполнение неравенств 


c(g2) (� EMBED Equation.3  ���


c(h2) (� EMBED Equation.3  ���


Доказательство леммы 4 аналогично доказательству лемм 2, 3.
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