n.i. gra~ew, ‘.g. ewtu–enko

primenenie metoda singulqrnyh wozmu˝enij dlq re–eniq minimaksnyh zada~

(pREDSTAWLENO AKADEMIKOM a.a. dORODNICYNYM 24 XII 1976)

1. rASSMOTRIM ZADA^U OB OTYSKANII MINIMAKSA min x∈E_n max y∈E_m F (x, y); (1)

ZDESX F (x, y) — NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMAQ FUNKCIQ, Ei ESTX i-MERNOE “WKLIDOWO PROSTRANSTWO, x =

[x^1, . . . , x^n], y = [y^1, . . ., y^m].

pUSTX z∗ = (x∗, y∗) — TO^KA STROGOGO LOKALXNOGO RE[ENIQ (1), T.E. SU]ESTWU@T OKRESTNOSTI h I Y TO^EK

x_∗ I y_∗ SOOTWETSTWENNO TAKIE, ^TO DLQ L@BYH H ∈ h , y ∈ Y , x ≠ x_∗, y ≠ y_∗ IME@T MESTO NERAWENSTWA F (x_∗, y) < F (x_∗, y_∗) < F (x, ȳ(x)) = sup_{y∈Y} F (x, y). sOGLASNO [1], DLQ TOGO ^TOBY TO^KA z∗ BYLA STROGIM LOKALXNYM RE[ENIEM (1), NEOBHODIMO, ^TOBY

F_x(z_∗) = F_y(z_∗) = 0, (2)

I DOSTATO^NO, ^TOBY BYLI OTRICATELXNO OPREDELENNYMI SLEDU@]IE KWADRATI^NYE FORMY:

y^T F_{yy}(z_∗)y < 0, x^T [F_{xy}(z_∗)F^{−1}_{yy} (z_∗)F_{yx}(z_∗) − F_{xx}(z_∗)]x < 0 (3) DLQ ∀y ∈ Em, ||y|| ≠ 0, ∀x ∈ En, ||x|| ≠ 0. w [1, 2] PREDLOVENY ITERATIWNYE METODY RE[ENIQ (1), ODNAKO ONI OKAZALISX TRUDOEMKIMI W SLU^AE ZADA^ WYSOKOJ RAZMERNOSTI, TAK KAK TREBOWALI MNOGOKRATNOGO OBRA]ENIQ MATRIC WTORYH PROIZWODNYH. dLQ PRIBLIVENNYH RAS^ETOW MOVNO ISPOLXZOWATX SLEDU@]IJ LEGKO REALIZUEMYJ PRIEM. bUDEM OTYSKIWATX PREDELXNYE (PRI t → ∞) TO^KI RE[ENIQ ZADA^I kO[I ẋ = −εF_x(x, y), ẏ = F_y(x, y), (·) = d/dt, x(0) = x_0, y(0) = y_0. (4) wOZMOVEN DISKRETNYJ WARIANT, GDE

x_{s+1} = x_s − εαF_x(x_s, y_s), y_{s+1} = y_s + αF_y(x_s, y_s), s = 0, 1, 2, . . .; (5)

ZDESX 0 < ε < 1, 0 < α.

oBOZNA^IM RE[ENIQ (4) ^EREZ x(z0, t, ε), y(z0 , t, ε), GDE z0 = (x0, y0). iSPOLXZUQ REZULXTATY [3, 4], MOVNO POKAZATX, ^TO IMEET MESTO

tEOpEMA 1 pUSTX FUNKCIQ F (x, y) DWAVDY NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA W OKRESTNOSTI TO^KI z∗, W NEJ WYPOLNENY USLOWIQ (2), (3).

tOGDA SU]ESTWU@T OKRESTNOSTX W TO^KI z∗ I ^ISLA 0 < ᾱ, 0 < ε̄ TAKIE, ^TO DLQ WSEH z0 ∈ W ,

0 < α < ᾱ, 0 < ε < ε̄ IMEET MESTO SHODIMOSTX RE[ENIJ (4) I (5) K z_∗, T.E. lim t→∞ H (z0, t, ε) = x∗, lim_{t→∞} y(z0 , t, ε) = y∗, lim s→∞ x_s = x_∗, lim_{s→∞} y_s = y_∗.

tEOREMA 1 PRIWODIT K PROSTOJ SHEME RE[ENIQ (1). nALI^IE W (4) I (5) MEDLENNO I BYSTRO MENQ@]IHSQ PEREMENNYH USLOVNQET RAS^ETY, ODNAKO W RQDE ZADA^ WYSOKOJ RAZMERNOSTI TAKOJ PODHOD OKAZYWAETSQ WESXMA “FFEKTIWNYM. fAKTI^ESKI MY SOWER[ILI PEREHOD, OBRATNYJ TOMU, KOTORYJ OBY^NO DELAETSQ W TEORII SINGULQRNYH URAWNENIJ: WMESTO RE[ENIQ WYROVDENNOJ SISTEMY (KOTORAQ MOVET OKAZATXSQ ^REZWY^AJNO SLOVNOJ) RE[AETSQ ZADA^A (4), “KWIWALENTNAQ SINGULQRNO WOZMU]ENNOJ.

pRIMER. pUSTX F (x, y) = e^{x2} sin 2π(x − y); LEGKO WIDETX, ^TO W “TOM SLU^AE min x∈E1 max y∈E1 F (x, y) = 1, max_{y∈E1} min_{x∈E1} F (x, y) = −1.

w TO^KAH RE[ENIQ OBEIH ZADA^ WYPOLNENY NEOBHODIMYE I DOSTATO^NYE USLOWIQ MINIMAKSA I MAKSIMINA SOOTWETSTWENNO. pO“TOMU PRI ε ≪ 1 RE[ENIQ (4), (5) SHODQTSQ K MINIMAKSNOMU RE[ENI@, PRI ε ≫ 1 — K MAKSIMINNOMU RE[ENI@.

pRIWEDEM E]E DWA METODA RE[ENIQ (1), W KOTORYH ẋ = −F_x(x, y(x)), F (x, y(x)) = max_{y∈Em} F (x, y); (6) ẋ = −εF_x(x, y), ẏ = −F^{−1}_{yy} (x, y)F_y(x, y). (7) iH DISKRETNYE WARIANTY IME@T WID

x_{k+1} = x_k − εF_x(x_k, y_k), F_(x_k, y_k) = max_{y∈Em} F (x_k, y); (8)

x_{k+1} = x_k − εF_x(x_k, y_k), y_{k+1} = y_k − F^{−1}_{yy} (x_k, y_k)F_y(x_k, y_k). (9)

dOSTATO^NYE USLOWIQ SHODIMOSTI FORMULIRU@TSQ TO^NO TAK VE, KAK I W tEOREME 1 (ZA ISKL@^ENIEM TOGO, ^TO W DISKRETNYH WARIANTAH NET NEOBHODIMOSTI WWODITX MALYJ [AG α).

2. mETODY PRIHODITSQ ZNA^ITELXNO WIDOIZMENQTX DLQ RE[ENIQ ZADA^ S IERARHI^ESKOJ STRUKTUROJ I IGR S NEPROTIWOPOLOVNYMI INTERESAMI [5]. mETODY RE[ENIQ TAKIH ZADA^ PRIWEDENY W [6, 7]. sLEDUQ [7], ZADA^U OTYSKANIQ GARANTIRU@]EJ STRATEGII ZAPI[EM W SLEDU@]EM WIDE: J = min_{x∈En} F (x, y) min_{y∈Em} K(x, y); (10) ZDESX PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM H I]ETSQ MNOVESTWO y(x) IZ USLOWIQ K(x, y(x)) = min_{y∈Em} K(x, y), DALEE WY^ISLQETSQ_{J = min} x∈E_n max y∈y(x) K(x, y(x)) = K(x_∗, y(x_∗)) = K(x_∗, y_∗). tO^KU (x∗, y∗) BUDEM NAZYWATX RE[ENIEM ZADA^I (10). eSLI FUNKCIQ k (x, y) DOSTIGAET ZNA^ENIQ STROGOGO LOKALXNOGO MINIMUMA PO y W TO^KAH y(x) PRI WSEH ZNA^ENIQH x IZ NEKOTOROJ OKRESTNOSTI x∗ I FUNKCIQ

F (x, y(x)) DOSTIGAET ZNA^ENIQ STROGOGO LOKALXNOGO MINIMUMA W TO^KE x_∗, TO BUDEM GOWORITX, ^TO z_∗ = (x_∗, y_∗)

— TO^KA STROGOGO LOKALXNOGO RE[ENIQ ZADA^I (10). oBOZNA^IM z = (x, y), B(z) = K^{−1}_{yy} (z)K_{yx}(z), H(z, λ) = F (z) + K^T_y (z)λ, N (z, λ) = H_{xx}(z, λ) − B^T (z)H_{yx}(x, λ) − H_{yx}(z, λ)B(z) + B^T (z)H_{yy}(z, λ)B(z); ZDESX λ ∈ Em.

sOGLASNO [7], DLQ TOGO ^TOBY TO^KA z∗ BYLA STROGIM LOKALXNYM RE[ENIEM (10), NEOBHODIMO, ^TOBY

K_y(z_∗) = 0, F_x(z_∗) − B^T (z_∗)F_y(z_∗) = 0, (11) I DOSTATO^NO, ^TOBY ∀y ∈ Em, ∀x ∈ En, ||x|| ≠ 0, ||y|| ≠ 0, y^T K_{yy}(z_∗)y > 0, x^T N (z_∗, λ_∗)x > 0; (12)

ZDESX λ∗ OPREDELQETSQ IZ USLOWIQ_H

x(z_∗, λ_∗) = 0.

pRIWEDEM TRI METODA RE[ENIQ (10): ẋ = −ε[F_x(x, y) − B^T (x, y)F_y(x, y)] = −εφ(x, y), ẏ = −K_y (x, y); (13) ẋ = −φ(x, y(x)), K(x, y(x)) = min_{y∈Em} K(x, y); (14) ẋ = −εφ(x, y), ẏ = −K^{−1}_{yy} (x, y)K_y(x, y). (15) tEOpEMA 2 pUSTX FUNKCII F (z), K(z) DWAVDY NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMY W OKRESTNOSTI TO^KI z∗, W NEJ WYPOLNENY USLOWIQ (11), (12).

tOGDA METODY (13), (14), (15) I IH DISKRETNYE WARIANTY WIDA (5), (8), (9) LOKALXNO SHODQTSQ K TO^KE

z_∗.

3. pRIMENIM IZLOVENNYJ PODHOD K RE[ENI@ ZADA^ NELINEJNOGO PROGRAMMIROWANIQ: min x∈X F (x), X = {x ∈ E_n : g(x) = 0, h(x) ≤ 0}; (16)

ZDESX x ∈ En, g ∈ Ec, h ∈ Em. sLEDUQ [8, 9], SOSTAWIM MODIFICIROWANNU@ FUNKCI@ lAGRANVA L(x, p, w) = F (x) + cX_{i=1 pigi(x) +} mX_{i=1 (wi)2hi(x).} bUDEM OTYSKIWATX_{max} p∈E_c max w∈E_m min x∈E_n L(x, p, w). pRIWEDENNYE WY[E METODY DA@T TRI SHEMY RE[ENIQ ZADA^I (16): ṗ = εL_p(x, p, w), ẇ = εL_w(x, p, w), ẋ = −L_x(x, p, w); (17) ṗ = L_p(x(p, w), p, w), ẇ = L_w(x(p, w), p, w), L(x(p, w), p, w) = min_{x∈En} L(x, p, w); (18) ṗ = L_p(x, p, w), ẇ = L_w(x, p, w), ẋ = −L^{−1}_{xx} (x, p, w)L_x(x, p, w). (19) pREDPOLAGAEM, ^TO SU]ESTWUET RE[ENIE ZADA^I (16) — TO^KA x∗, W NEJ WYPOLNENO USLOWIE REGULQRNOSTI OGRANI^ENIJ (U.R.O.), T. E. WSE WEKTORY g^i_x(x∗) I WEKTORY h^j_x(x∗) TAKIE, ^TO h^j (x∗) = 0, LINEJNO NEZAWISIMYE. kROME TOGO, W STACIONARNOJ TO^KE z∗ = (x∗, p∗, w∗) (TAKOJ, ^TO W NEJ Lx = Lp = Lw = 0) WYPOLNENO USLOWIE STROGOJ DOPOLNQ@]EJ NEVESTKOSTI (U.S.D.N.), T. E. IZ h^j (x∗) = 0 SLEDUET, ^TO w^j ≠ 0. tEOpEMA 3 pUSTX FUNKCIQ L(x, p, w) DWAVDY NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA W OKRESTNOSTI DOPUSTIMOJ STACIONARNOJ TO^KI z∗, MATRICA Lxx(z∗) — POLOVITELXNO OPREDELENNAQ, WYPOLNENY U.R.O. I U.S.D.N.

tOGDA SU]ESTWU@T DOSTATO^NO MALYE ^ISLA ε̄, ᾱ TAKIE, ^TO PRI 0 < ε < ε̄, 0 < α < ᾱ METODY

(17), (18), (19) I IH DISKRETNYE WARIANTY WIDA (5), (8), (9) LOKALXNO (“KSPONENCIALXNO I SO SKOROSTX@

GEOMETRI^ESKOJ PROGRESSII SOOTWETSTWENNO) SHODQTSQ K TO^KE z∗.

sHODIMOSTX (17) DOKAZANA W [9] DLQ SLU^AQ ε = 1. wWEDENIE MALOGO PARAMETRA ε ULU^[AET SHODIMOSTX, PRIBLIVAQ METOD K BOLEE TRUDOEMKOMU, NO PRAKTI^ESKI BOLEE BYSTRO SHODQ]EMUSQ METODU (18).

References [1] ‘.g. eWTU[ENKO, vURN. WY^ISLIT. MATEM. I MATEM. FIZ., T.14, No.3 (1974). [2] ‘.g. eWTU[ENKO, TAM VE, T.14, No.5 (1974). [3] a.n. tIHONOW, mATEM. SB., T.31(73), No.3 (1952).

[4] a.b. wASILXEWA, w.f. bUTUZOW, aSIMPTOTI^ESKIE RAZLOVENIQ RE[ENIJ SINGULQRNO WOZMU]ENNYH URAWNENIJ, m., “nAUKA”, 1973.

[5] ‘.g. gERMEJER, n.n. mOISEEW, w SB.: pROBLEMY PRIKLADNOJ MATEMATIKI I MEHANIKI, m., “nAUKA”, 1971. [6] i.i. eREMIN, w SB.: nESTACIONARNYE PROCESSY MATEMATI^ESKOGO PROGRAMMIROWANIQ, sWERDLOWSK, 1974. [7] n.i. gRA^EW, ‘.g. eWTU[ENKO, w SB.: iSSLEDOWANIE OPERACIJ, W.4, m., iZD. wc an sssr, 1974. [8] ‘.g. eWTU[ENKO, dan, T.221, No.5 (1975).

[9] ‘.g. eWTU[ENKO, vURN. WY^ISLIT, MATEM. I MATEM. FIZ., T.15, No.2 (1975).